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ÎÁ ÈÍÒÅÈÓÅÌÎÑÒÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÇÎÍÍÛÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ
Þ.Áðåæíåâ
Àííîòàöèÿ. Äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, îïðåäåëÿåìûõ îáûêíîâåííûìè
äèåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ìû îðìóëèðóåì êîíå÷íîçîííûå ïîòåíöèàëû
êàê òî÷íî ðåøàåìûå â êâàäðàòóðàõ ïî ÏèêàðóÂåññèî áåç ïðèâëå÷åíèÿ ñïåöèàëüíûõ
óíêöèé è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòîò êëàññ åäèíñòâåííûé. Èäåîëîãèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòàì
Äðàøà 1919 ã., êîòîðàÿ îäíàêî íå íàøëà îòðàæåíèÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå. Ïðèâîäÿ
íîâûå ïðèìåðû, ìû äåìîíñòðèðóåì òåõíèêó ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ òî÷íîé
èíòåãðèðóåìîñòè: íîâîé îðìóëû äëÿ Ψ-óíêöèè, ãëàâíîé îðìóëû ñëåäîâ è çàäà÷è
îáðàùåíèÿ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ.
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2 Þ.Áðåæíåâ
1. Ââåäåíèå
Òåîðèÿ êîíå÷íîçîííîãî (àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêîãî) èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ â ñîâðåìåííîì ïîíèìàíèè ïîÿâèëàñü 30 ëåò íàçàä â ðàáîòàõ Ñ.Íîâèêîâà
[37, 19℄, Â.Ìàòâååâà [34, 73, 25℄, À.Èòñà [22, 24, 25℄, Á.Äóáðîâèíà [13, 14, 15℄, È.Êðè÷åâåðà
[28, 29℄, Ï.Ëàêñà [72℄, Õ.ÌàêÊèíà [74℄ è äð. êàê ïåðèîäè÷åñêîå îáîáùåíèå ìåòîäà îáðàòíîãî
ñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ìîçð) äëÿ óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ [20℄. Â ïåðâûõ æå
ðàáîòàõ ïî ýòîé òåìàòèêå [37, 19℄ ñòàëî ÿñíî, ÷òî àíàëîãàìè è îáîáùåíèÿìè ñîëèòîíîâ
ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå âåùåñòâåííûå ïîòåíöèàëû â ñïåêòðàëüíîé çàäà÷å óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì, îáðàçîâàííûì êîíå÷íûì ÷èñëîì çàïðåùåííûõ çîí  îáëàñòåé
ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ, ãäå Ψ-óíêöèÿ, êàê óíêöèÿ îò x, íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò.
Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå [18, 20℄ ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî êîíå÷íîçîííûìè, óæå ïðîèçâîëüíûõ
ìàòðè÷íûõ è ñêàëÿðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ñòàëè íàçûâàòü ïîòåíöèàëû, äëÿ êîòîðûõ
ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðíîé óíêöèåé λ(P) íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîíå÷íîãî ðîäà W (µ, λ) = 0, à Ψ-óíêöèÿ, êàê óíêöèÿ
Ψ(P), ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà [3, 45℄ èìåþùåé îäíó èëè íåñêîëüêî
ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé çàäàííîãî âèäà [73, 28℄. Ýòîò ðåçóëüòàò Èòñà [22, 23℄ è Êðè÷åâåðà
[28℄, èçâåñòíûé ñåé÷àñ êàê àêñèîìàòèêà óíêöèè ÁåéêåðàÀõèåçåðà (ÁÀ), îçíà÷àåò â
÷àñòíîñòè, ÷òî âñå ñêàëÿðíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è âèäà
L̂Ψ ≡ d
n
dxn
Ψ+ u2(x)
dn−2
dxn−2
Ψ+ · · ·+ un(x)Ψ = λΨ , (1)
â êëàññå êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ, èìåþò óíèâåðñàëüíîå íîðìèðîâàííîå ðåøåíèå
Ψ
(
x; λ(P)) = Θ(D)Θ(xU +D +A(P))
Θ
(
A(P) +D)Θ(xU +D) eΩ(P)x , (2)
à îòëè÷èÿ èõ äðóã îò äðóãà ñîäåðæàòñÿ â ñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
Çäåñü, Θ(z) ≡ Θ(z|B)  òýòà-ðÿä, ïîñòðîåííûé ïî B-ìàòðèöå ïåðèîäîâ êðèâîé W (µ, λ) = 0,
Ω(P)  íîðìèðîâàííûé àáåëåâ èíòåãðàë 2-ãî ðîäà ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì 1-ãî ïîðÿäêà, U
 åãî b-ïåðèîäû, P  òî÷êà íà êðèâîé, D  ïîñòîÿííûé âåêòîð, A(P)  îòîáðàæåíèå òî÷êè
P â ÿêîáèàí êðèâîé ãîëîìîðíûìè èíòåãðàëàìè [16℄.
Â ïåðâîé æå ðàáîòå 1974 ã. [37℄ Íîâèêîâûì áûëà âûÿâëåíà êëþ÷åâàÿ ðîëü âûñøèõ
ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé ÊäÂ è îïåðàòîðà, êîììóòèðóþùåãî ñ îïåðàòîðîì Øð¼äèíãåðà.
Ïîìèìî òîãî, ÷òî â íåé áûëè ïîíÿòû è ¾àëãåáðàèçèðîâàíû¿ ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû
ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, òàì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñåé÷àñ ïðèíÿòî
íàçûâàòü óðàâíåíèÿìè Íîâèêîâà, ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ãàìèëüòîíîâûìè âïîëíå
èíòåãðèðóåìûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à êîýèöèåíòû âîçíèêàþùåé àëãåáðàè÷åñêîé
êðèâîé  èõ èíòåãðàëàìè [20℄. Ïîçæå Êðè÷åâåð ïîêàçàë [29℄, ÷òî íàëè÷èå ïàðíîãî
êîììóòèðóþùåãî îïåðàòîðà ýêâèâàëåíòíî êîíñòðóêöèè (2) âìåñòå ñî ñïåöèèêàöèåé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé. Ýòî  óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ âîîáùå
è îíî ìîæåò áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ òàêîâûõ [17℄. Êàê îáíàðóæèë â 70-õ
ãîäàõ Êðè÷åâåð [28℄, êîììóòèðóþùèå îïåðàòîðû è äàæå èõ ñâÿçü ñ àáåëåâûìè óíêöèÿìè
èññëåäîâàëèñü åùå â 20-õ ãîäàõ [51, 45℄.
1.1. Êðàòêîå ñîäåðæàíèå è ìîòèâàöèè. Èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ
Øð¼äèíãåðà (îïåðàòîðà Õèëëà) çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ ïðèâåëî ê òîìó ÷òî òåîðèÿ
åãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî÷òè êàíîíèçèðîâàíà. Â ýòîé ñâÿçè íå áåçèíòåðåñíî ïðèâåñòè íîâûå
ðåçóëüòàòû. Ýòîìó ïîñâÿùåí  2. Â  3 îáñóæäàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó êîíå÷íîçîííûìè è
áîëåå îáùèìè èíòåãðèðóåìûìè óðàâíåíèÿìè. Óðàâíåíèå Øð¼äèíãåðà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì
âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âèäà, ïðè÷åì äàëåêî íå õàðàêòåðíûì äëÿ îáîáùåíèé. Ïîñëåäóþùèå
ÎÁ ÈÍÒÅÈÓÅÌÎÑÒÈ ÊÎÍÅ×ÍÎÇÎÍÍÛÕ ÏÎÒÅÍÖÈÀËÎÂ 3
ïàðàãðàû  47 ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ íåîáõîäèìûõ àòðèáóòîâ èíòåãðèðóåìîñòè â
ýòèõ ñëó÷àÿõ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ îðìóëû ñëåäîâ, óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà è çàäà÷à îáðàùåíèÿ
àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ. Ïîñêîëüêó âîïðîñ î ïåðåíîñå ýòèõ ïîñòðîåíèé íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèå
çàäà÷è äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå ðàññìàòðèâàëñÿ,  89 çàïîëíåíû ïðèìåðàìè.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Ñ.Öàðåâó, Â.Êóçíåöîâó è Â.Ýíîëüñêîìó çà îáñóæäåíèÿ
è êîíñóëüòàöèè, à ïðî. Ê.Ýéëáåêó è Ý.Ïðåâèàòî çà èíòåðåñ ê ðàáîòå.
2. Èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà
Â 1994 ã. [46, ñòð. 8485℄ Ìàòâååâ îáðàòèë âíèìàíèå íà ñòàðóþ ðàáîòó Äðàøa [62℄,
ãäå â ÷ðåçâû÷àéíî ñæàòîé îðìå ñîäåðæàòñÿ âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû ïî èíòåãðèðîâàíèþ
óðàâíåíèÿ
Ψ′′ − u(x)Ψ = λΨ . (3)
Äðàø ïîñòðîèë ïîòåíöèàëû è ðåøåíèÿ Ψ, êîãäà (3) èíòåãðèðóþòñÿ â íåîïðåäåëåííûõ
êâàäðàòóðàõ è îáúÿâèë ÷òî ýòî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè. àííåå óïîìèíàíèå åãî ðàáîò
îòíîñèòñÿ ê íà÷àëó 80-õ ãîäîâ, îäíàêî íå óêàçûâàåòñÿ íà îòëè÷èå åãî èäåîëîãèè îò
ñïåêòðàëüíîãî è Θ-óíêöèîíàëüíîãî ïîäõîäîâ. Ïîñêîëüêó â ðàáîòàõ [61, 62℄ îòñóòñòâóþò
êàêèå-ëèáî ïîÿñíåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà, áûëî áû óìåñòíî ïðèâåñòè ñîîòâåòñòâóþùåå
èçëîæåíèå òåîðèè è ðÿä ìîìåíòîâ, êîòîðûå îáõîäÿòñÿ ñòîðîíîé â ëèòåðàòóðå. Íàïðèìåð, ïî
êàêèì ïðè÷èíàì âîçíèêàåò óíäàìåíòàëüíàÿ óíêöèÿ R, à ïîÿâëÿþùàÿñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ
êðèâàÿ äîëæíà èìåòü êîíå÷íûé ðîä, êàê ââîäèòü ïåðåìåííûå γk è ïî÷åìó âîçíèêàþò èìåííî
îíè? Íîâàÿ îðìóëà äëÿ Ψ-óíêöèè (îðìóëà (8)), êàê çàâåðøàþùèé øòðèõ ê èäåîëîãèè
Äðàøà, ïðèâîäèò ê èçâåñòíîìó Θ-óíêöèîíàëüíîìó îïèñàíèþ òåîðèè.
2.1. Èíòåãðèðóåìîñòü ÏèêàðàÂåññèî óðàâíåíèÿ (3). Âîïðîñ îá èíòåãðèðóåìîñòè
äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â êâàäðàòóðàõ ðåøàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî, åñëè ãðóïïà åãî
íåïðåðûâíûõ ñèììåòðèé ðàçðåøèìà. Èñïîëüçóÿ ýòè àêòû (ïîäðîáíîñòè ñì. â [6℄) âûâîäèì
îðìóëó
Ψ±(x; λ) =
√
R(x;λ) exp
x∫ ±µ dx
R(x;λ)
, (4)
â êîòîðîé óíêöèÿ R = R(x;λ) óäîâëåòâîðÿåò äèåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
R′′′ − 4 (u+ λ)R′ − 2 u′R = 0 . (5)
Èíòåãðèðóÿ åãî îäèí ðàç, è îáîçíà÷àÿ êîíñòàíòó èíòåãðèðîâàíèÿ êàê µ, ïîëó÷àåì
µ2 = −1
2
RR′′ + 1
4
R′2 + (u + λ)R2 . (6)
Âàðèàöèè îðìóëû (4) ìíîãîêðàòíî ïîÿâëÿëèñü â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå [14, 18, 20, 46℄,
íî òî÷íûé ñìûñë  â [62℄. Íàëè÷èå (4), êàê âïðî÷åì è äàëüíåéøåé (15), íå îçíà÷àåò íèêàêîé
èíòåãðèðóåìîñòè. Ýòî àíçàö, òàê êàê óðàâíåíèå (3) èìååò ðåøåíèå âèäà (4) ïðè ëþáûõ u(x),
íå òîëüêî â êîíå÷íîçîííîì êëàññå. Âñå çàâèñèò îò ïîòåíöèàëà, à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5)
ñëåäóåò ïðåäúÿâèòü ÿâíûìè èíòåãðàëàìè, èíà÷å ïðîöåäóðà ñâåäåòñÿ ê ïåðåîáîçíà÷åíèÿì.
Áîëåå òîãî, èíòåãðèðîâàíèå ìåòîäàìè Ëè íå âñåãäà âîçìîæíî
1
. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñàì àêò
ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòóðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé òî÷íî
óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷åðåç òåîðèþ ÏèêàðàÂåññèî [69, 67℄ è åå ñîâðåìåííûå ðàçðàáîòêè [80℄.
Â äèåðåíöèàëüíîé òåîðèè àëóà óðàâíåíèå (5) íàçûâàåòñÿ 2-é ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ
óðàâíåíèÿ (3) [82℄. Æåëàÿ ââåñòè äèåðåíöèàëüíîå ïîëå, íàä êîòîðûì ðàçâîðà÷èâàåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèå, ìû ïîëó÷àåì, èç îðìóëû (4), ÷òî ýòîìó ïîëþ äîëæíà ïðèíàäëåæàòü
óíêöèÿ R(x;λ). Îíà, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ðÿäîì ïî λ è äèåðåíöèàëüíûì
1
Îòñóòñòâèå òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé íå îçíà÷àåò íåèíòåãðèðóåìîñòü. Êîíòðïðèìåð  óðàâíåíèå (42).
4 Þ.Áðåæíåâ
ïîëèíîìîì ïî u(x). Ýòî èçâåñòíûå áåñêîíå÷íî çàöåïëÿþùèåñÿ ðåêóðåíöèè åëüàíäà
Äèêîãî [9, 57℄. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ óðàâíåíèÿ
(3) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîñòü ýòîãî ðÿäà. Óðàâíåíèå (5) äîëæíî èìåòü õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå,
ïîëèíîìèàëüíîå ïî λ. Ýòî ïðèâîäèò ê àêòó ïîÿâëåíèÿ (áåç ÿâíîãî îïèñàíèÿ) ïîëÿ ñ
äèåðåíöèðîâàíèåì ∂ = ∂x è óñëîâèÿì íà ïîòåíöèàë. Ýòè óñëîâèÿ äèåðåíöèàëüíû è
èçâåñòíû êàê óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà. Áóäåì íàçûâàòü ýòî áàçîâîå äèåðåíöèàëüíîå ïîëå,
ïîëåì Íîâèêîâà N∂(u, λ) â u(x)-ïðåäñòàâëåíèè, èìåÿ â âèäó òî, ÷òî u(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
îáûêíîâåííîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà ïîðÿäêà 2g+1. Â ïîäïîëå êîíñòàíò
N∂ , ïîìèìî λ, òàêæå âõîäÿò êîíñòàíòû, ïðîèñõîäÿùèå îò ðåêóðñèè åëüàíäàÄèêîãî è
äðóãèå òî÷êè âåòâëåíèÿ êðèâîé (6). Ñîïîñòàâëÿÿ ñ èçâåñòíûìè àêòàìè, çàìåòèì ÷òî àáåëåâû
óíêöèè îáðàçóþò äèåðåíöèàëüíîå ïîëå, òîëüêî åñëè òî÷êà ÿêîáèàíà ëèíåéíî çàâèñèò îò
ïåðåìåííîé x. Â äàëüíåéøåì, âî èçáåæàíèå ïîñòîÿííîãî óïîìèíàíèÿ òàêîãî òèïà ñå÷åíèÿ
ÿêîáèàíîâ, ìû áóäåì ïîäðàçóìåâàòü òàê âñåãäà, êîãäà ðå÷ü èäåò î ìíîãîîáðàçèÿõ ßêîáè
èëè àáåëåâûõ óíêöèÿõ íà íèõ. Ôóíêöèè u(x), êàê ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íîâèêîâà, ÿâëÿþòñÿ
òàêèìè àáåëåâûìè óíêöèÿìè. Êâàäðàòóðíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü óðàâíåíèÿ (3) âûðàæàåòñÿ â
âèäå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 1. àñøèðåíèå ÏèêàðàÂåññèî N∂(u, λ)〈Ψ±〉 ÿâëÿåòñÿ Ëèóâèëëåâñêèì
ðàñøèðåíèåì ñî ñòåïåíüþ òðàíñöåíäåíòíîñòè îäèí. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèåðåíöèàëüíàÿ
ãðóïïà àëóà Gal
(N∂(u, λ)〈Ψ±〉) ñâÿçíà è ñîïðÿæåíà ãðóïïå G = ( α 00 α−1 ), ãäå α ∈ C.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëèóâèëëåâîñòü è òðàíñöåíäåíòíîñòü ðàñøèðåíèÿ î÷åâèäíà, òàê êàê
èíòåãðàë (4), â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ2, íå ïðèíàäëåæèò N∂(u, λ). Âûáåðåì êàíîíè÷åñêèé
áàçèñ ðåøåíèé â âèäå (4). Èç íåãî ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íà âåëè÷èíû {Ψ±,Ψ′±}:
Ψ− =
R
Ψ+
, Ψ′+ =
R′ + 2µ
2R
Ψ+ , Ψ
′
− =
R′ − 2µ
2Ψ+
,
èíâàðèàíòíîñòü êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ G =
(
α β
γ δ
)
áàçèñà
Ψ± ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ãðóïïó Gal
(N∂(u, λ)〈Ψ±〉). Ïðîâåðÿÿ, ïîëó÷àåì ìàòðèöó,
èãóðèðóþùóþ â óòâåðæäåíèè òåîðåìû. Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò ÷òî îäíî èç
ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç äðóãîå: ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîíèæàåòñÿ
äî åäèíèöû. 
Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâå íèãäå íå èñïîëüçîâàëñÿ âèä äèåðåíöèàëüíîãî ïîëèíîìà
R. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ èíòåãðèðóåìûõ λ-ïó÷êîâ ïîðÿäêà 2. Íàïðèìåð äëÿ çàäà÷,
ñâÿçàííûõ ñ íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Øð¼äèíãåðà èëè óðàâíåíèåì sin-îðäîí.
Ê ýòîìó ìîìåíòó ìû ïîëó÷èëè ëèøü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïîëíîé èíòåãðèðóåìîñòè.
Äîñòàòî÷íîñòü òðåáóåò ÿâíîãî ïðåäúÿâëåíèÿ ïîëåé N∂(u, λ). Ýòî òîæå ïðîáëåìà
èíòåãðèðîâàíèÿ, íî èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé  óðàâíåíèé Íîâèêîâà. Õîòÿ îíè
è ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê èíòåãðèðóåìûå ïî Ëèóâèëëþ ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû [20, 57℄,
íåîáõîäèìîñòè èõ èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèì ñïîñîáîì (ñì. [12,  67℄, [10, 57℄), â ðàññìàòðèâàåìîì
íàìè êîíòåêñòå òåîðèè ÏèêàðàÂåññèî, ìîæíî èçáåæàòü. Ïîëîâèíà êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ
 ýòî êðèâàÿ (6). Îñòàâøååñÿ ñëåäóåò èç îðìóë ñëåäîâ è çàäà÷è ßêîáè.
2.2. Ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñïåêòðàëüíûé è êâàäðàòóðíûé ïîäõîäû. Â [6℄
ìû ïðîêîììåíòèðîâàëè òî, ÷òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåë â âèäó Äðàø, êîãäà ââîäèë íîâûå
ïåðåìåííûå γk êàê êîðíè óíäàìåíòàëüíîãî ïîëèíîìà
R(x;λ) = (λ− γ1(x)) · · · (λ − γg(x)) . (7)
2
Ïðîèçâîëüíîå λ. Ýòî óíäàìåíòàëüíîå òðåáîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïîâñþäó è áîëüøå íå îãîâàðèâàåòñÿ.
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Òåîðåìà 2. Êâàäðàòóðíûé è ñïåêòðàëüíûé ïîäõîä ýêâèâàëåíòíû. Êâàäðàòóðíàÿ âåðñèÿ
ñïåêòðàëüíûõ Ψ-îðìóë ÀõèåçåðàÌàòâååâàÈòñà [3, 25℄ èìååò âèä
Ψ±(x;λ) = exp
1
2

γ
1
(x)∫
w ± µ
z − λ
dz
w
+ · · ·+
γg(x)∫
w ± µ
z − λ
dz
w
 . (8)
ßâíûé ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåò òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ è
ïàðàìåòðîâ â íîðìàëèçîâàííûõ àáåëåâûõ èíòåãðàëàõ 3-ãî ðîäà íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (8) ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (7) â (4) ñ ïîñëåäóþùåé çàìåíîé
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x íà èíòåãðèðîâàíèå íà êðèâîé w2 = (z − E1) · · · (z − E2g+1) àáåëåâûõ
äèåðåíöèàëîâ 3-ãî ðîäà â ñèëó äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Äóáðîâèíà [62, 13℄
dγk
dx
= 2
√
(γk − E1) · · · (γk − E2g+1)∏
j 6=k
(γk − γj)
. (9)
Äàëåå, ïîäñòàíîâêà îðìóëû (8) â óðàâíåíèå (3) äàåò òîæäåñòâî, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
îðìóëîé ñëåäîâ u = 2
∑
γk −
∑
Ek [62, 25℄ è óðàâíåíèÿìè (9). Êîìáèíèðîâàíèå ïðàâûõ
÷àñòåé â óðàâíåíèÿõ (9) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü èõ â âèäå íåîïðåäåëåííûõ êâàäðàòóð [62, 13℄
g∑
k=1
γk∫
zg−1
dz
w
= dg + 2 x ,
g∑
k=1
γk∫
zn
dz
w
= dn+1 , n = 0, 1, . . . , g − 2 . (10)
Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà, î ïåðåñòàíîâêå àðãóìåíòîâ è ïàðàìåòðîâ, ñì. â [49,  7℄. 
Ìû ïðèõîäèì, òàêèì îáðàçîì, ê åñòåñòâåííîìó âûâîäó ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå êîíöåïöèè
èíòåãðèðóåìîñòè (ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ) ðåäóöèðóþòñÿ ê èíòåãðèðóåìîñòè ÏèêàðàÂåññèî
â åå ïðîñòåéøåé îðìå: ¾êîíå÷íîçîííûå¿ ãðóïïû Gal
(N∂(u, λ)〈Ψ±〉) âñåõ ýòèõ óðàâíåíèé
äèàãîíàëüíû, íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà â óðàâíåíèè, íåîáõîäèìà åäèíñòâåííàÿ êâàäðàòóðà,
à îïåðàòîðû (3) àêòîðèçóåìû íàä ïîëÿìè N∂(u, λ).
Îòìåòèì ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó ñïåêòðàëüíûì è êâàäðàòóðíûì ñïîñîáàìè
ïîëó÷åíèÿ îðìóë. Ê ýòîìó ìîìåíòó íå âîçíèêàë íå òîëüêî àíàëèç íà ðèìàíîâûõ
ïîâåðõíîñòÿõ, íî è îíè ñàìè. Èìååòñÿ ëèøü îáîçíà÷åíèå µ =
√
(λ − γ1) · · · (λ− E2g+1) . Â
òîæå âðåìÿ â ñïåêòðàëüíîì ïîäõîäå ÀõèåçåðàÌàòâååâà [3, 73℄ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ
ââåäåíèå è íîðìàëèçàöèÿ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ âñåõ ðîäîâ. Áåç ýòîãî, â ÷àñòíîñòè, âàæíàÿ
îðìóëà ÌàòâååâàÈòñà (4.1213) â [25℄, êîòîðàÿ çàñëóæèâàåò áîëüøåãî âíèìàíèÿ ÷åì åñòü,
áûòü ïîëó÷åíà íå ìîæåò.
2.3. Θ-óíêöèè. Ñëåäóþùèì ïóíêòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
äëÿ ïðåäûäóùèõ îðìóë (ÌàòâååâÈòñ (1975) [25℄), êîòîðûå îòðàæàþò ñâîéñòâî çàäà÷è
áûòü èíòåãðèðóåìîé íå çàâèñèìî îò âûáîðà ïåðåìåííûõ èëè ìåòîäîâ âûâîäà. Ïîñêîëüêó
ðàñøèðåíèå òðàíñöåíäåíòíî, ýòî ìîãóò äåëàòü òîëüêî íîâûå óíêöèè, êîòîðûå ñ
íåèçáåæíîñòüþ äîëæíû áûòü ââåäåíû (ñì.  9 â [6℄). Íàïðèìåð, êàê ìíîãîìåðíûå Θ-
ðÿäû [25, 46℄. Òàêîé åñòåñòâåííûé ïîðÿäîê äåéñòâèé, ïðèìåíèòåëüíî ê ñïåêòðàëüíûì
çàäà÷àì, îïðåäåëÿåìûìè îáûêíîâåííûìè äèåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, è (1+1)-
èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì, ïîçâîëÿåò íå ïðèâëåêàòü Θ-óíêöèè â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè
ïðè èíòåãðèðîâàíèè.
Òåîðåìà 3. Θ-óíêöèîíàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (2) äëÿ Ψ(x;λ) è (12) äëÿ ïîòåíöèàëà u(x)
âûâîäèìî èç êâàäðàòóðíîé îðìóëû (8). Âûðàæåíèÿ (2) è (8) ïðîïîðöèîíàëüíû.
Äîêàçàòåëüñòâî è, â ÷àñòíîñòè, ïîÿâëåíèå ìåðîìîðíîãî èíòåãðàëà Ω(P) è åãî ïåðèîäîâ
U , ñì. â [49,  7℄. Èíûìè ñëîâàìè (è íå ïðèâîäÿ íåîáõîäèìûõ îãîâîðîê), ïîëÿ Íîâèêîâà
6 Þ.Áðåæíåâ
N∂(u, λ) ÿâëÿþòñÿ è àáåëåâûìè è èíòåãðèðóåìûìè. Ëèóâèëëåâñêèå ðàñøèðåíèÿ N∂(u, λ)〈Ψ±〉
âûðàæàþòñÿ â Θ-óíêöèÿõ êàê è ñàìè ýëåìåíòû ïîëåé. Â ýòîì ñìûñëå, ÷åðåç Θ-óíêöèè
ðåàëèçóåòñÿ øàã, êîòîðûé ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåäóþùèé ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ñîáñòâåííî
çíà÷êîâ èíòåãðàëà â (4) è (10): èíòåãðàëû è äèåðåíöèàëû îò Θ-îòíîøåíèé âûðàæàþòñÿ
ñíîâà â Θ. Â âûðîæäåííîì ñîëèòîííîì/ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà êðèâàÿ (6) èìååò íóëåâîé
ðîä, òàêàÿ çàìêíóòîñòü ðåàëèçóåòñÿ ÷åðåç ëèíåéíóþ óíêöèþ x è ýêñïîíåíòó îò íåå. Âî
âñåõ îñòàëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àÿõ, çàìûêàíèå îñóùåñòâëÿþò Θ-óíêöèè ñ ëèíåéíîé
çàâèñèìîñòüþ îò x è ýêñïîíåíòû Êðè÷åâåðà (ñì. îðìóëó (2)).
2.4. Θ-ïðåäñòàâëåíèå ïîëåé Íîâèêîâà. Òåîðåìà 3 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ¾Θ-óíêöèîíàëüíîå
èíòåãðèðîâàíèå¿ ÿâëÿåòñÿ ¾Θ-óíêöèîíàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì¿ äëÿ èíâàðèàíòíîãî
ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ áûòü èíòåãðèðóåìûì ïî ÏèêàðóÂåññèî è ïîäñêàçûâàåò èñêàòü
ïðåäñòàâëåíèÿ äèåðåíöèàëüíûõ ïîëåé Íîâèêîâà Θ-óíêöèÿìè, à ïîòîì ðàñøèðÿòü èõ.
Òîæå â Θ. Äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ ýòî äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíî.
Ïóñòü θ
[
α
β
]
 ñòàíäàðòíûå θ-ðÿäû ßêîáè ñ õàðàêòåðèñòèêàìè:
θ
[
α
β
]
(x|τ) =
∞∑
k=−∞
epii(k+
α
2)
2
τ+2pii(k+α2)(x+
β
2) .
Ïóñòü ϑ ≡ θ(0|τ)  ϑ-êîíñòàíòû è θ′1 îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî x îò ðÿäà −θ
[
1
1
]
(x|τ).
Îáîçíà÷èì ïåðèîä íîðìàëèçîâàííîãî ìåðîìîðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà êàê η =
ζ(1|1, τ).
Òåîðåìà 4. Ôóíêöèè θ
[
α
β
]
è θ′1 ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè õàðàêòåðèñòèêàìè (α, β)
(ò. å. óíêöèè ßêîáè θ1,2,3,4) çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî äèåðåíöèðîâàíèÿ íàä (ϑ, η)-
êîíñòàíòàìè è óäîâëåòâîðÿþò àâòîíîìíûì îáûêíîâåííûì äèåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì 
∂θ
[
α
β
]
∂x
=
θ′1
θ
[
1
1
] θ[αβ ]− (−1)α[ β2 ] pi ϑ[αβ ]2 · θ[1α0 ] θ[ 01β ]
θ
[
1
1
]
∂θ′1
∂x
=
θ′21
θ
[
1
1
] − pi2ϑ[00 ]2 ϑ[01 ]2 · θ[10 ]2
θ
[
1
1
] − {4η + pi2
3
(
ϑ
[
0
0
]4
+ ϑ
[
0
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Äèåðåíöèàëüíîå ðàñøèðåíèå ïîëåé Íîâèêîâà äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ äî
ïðîèçâîëüíûõ θ-îòíîøåíèé îñóùåñòâëÿþò ýëåìåíòû θ′1: N∂(u, λ) ⊂ C(λ, µ, ϑ, η; θ, θ′1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî íå ÷òî èíîå êàê θ-ïðåäñòàâëåíèå ñîîòíîøåíèé ìåæäó óíêöèÿìè
Âåéåðøòðàññà ζ è ℘. Ïðîèçâîëüíûå õàðàêòåðèñòèêè âûáðàíû äëÿ óíèèêàöèè îðìóë.
Ïîëèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà ìåæäó θ-óíêöèÿìè, äîïîëíåííûå óðàâíåíèÿìè (11),
ñîîòâåòñòâóþò Âåéåðøòðàññîâñêîìó áàçèñó σ, ζ, ℘, ℘′. 
Òåîðåìà 4 îïèñûâàåò äèåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà óíêöèé áîëåå øèðîêîãî êëàññà ÷åì
àáåëåâûõ èëè óíêöèé òèïà ÁÀ. Ýòî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ðîäà g = 1, íî è â ñëó÷àÿõ,
êîãäà g-ìåðíûé ÿêîáèàí äîïóñêàåò ðåäóêöèþ Θ-óíêöèè íà ÿêîáèåâñêèå.
Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ îðìóëû (2). Íàçîâåì Θ(xU + C) ekx, ãäå k è C
ïîñòîÿííû îòíîñèòåëüíî ∂, ëèíåéíî-ýêñïîíåíöèàëüíûì äèâèçîðîì (ëèíåéíûì, åñëè k = 0)
èëè Lx-äèâèçîðîì. Îáðàçóåì èç òàêèõ äèâèçîðîâ ïîëå íàä C. Îíî äèåðåíöèàëüíî, òàê êàê
ïî îðìóëå ÌàòâååâàÈòñà
u(x) = −2 d
2
dx2
lnΘ(xU +D) ekx −
2g+1∑
j=1
Ej , (12)
à ñàì ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Íîâèêîâà. Èõ ïîðÿäîê êîíå÷åí.
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àññìîòðèì ïîëå Θ∂ , ïîðîæäåííîå îäíèì ëèíåéíûì äèâèçîðîì: Θ∂ ≡ C∂
(
Θ(xU + D)
)
.
Èìååì N∂(u) ⊂ Θ∂. Õîòÿ ýëåìåíòàìè Θ∂ ÿâëÿþòñÿ óæå íå òîëüêî àáåëåâû óíêöèè, ýòî
ðàñøèðåíèå âïîëíå îïðåäåëåíî, òàê êàê Θ-ðÿä è b-ïåðèîäû U îäíîçíà÷íî ñòðîÿòñÿ ïî u(x).
Ïî ýòîé ïðè÷èíå áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî N∂(u) = Θ∂ , ò. å. óðàâíåíèå (3) çàäàíî íàä Θ∂ , êîòîðîå
åñòåñòâåííî íàçûâàòü Θ-ïðåäñòàâëåíèåì ïîëåé Íîâèêîâà. Êîíñòàíòó λ ïîêà èãíîðèðóåì.
2.5. Èíòåãðèðîâàíèå êàê ëèíåéíî-ýêñïîíåíöèàëüíîå Θ-ðàñøèðåíèå. àññìîòðèì
ïîëÿ ÏèêàðàÂåññèî N∂(u, λ)〈Ψ±〉 â ïðåäñòàâëåíèè u(x). Èõ òðàíñöåíäåíòíîñòü, êàê
ðàñøèðåíèé N∂(u, λ), òðîÿêà: 1) èíòåãðàë êàê íåàëãåáðàè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ â N∂(u, λ), 2)
ñóùåñòâåííî íåàëãåáðàè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü Ψ îò ïàðàìåòðà λ è 3) ñîáñòâåííî ïðèñîåäèíåíèå
òðàíñöåíäåíòíîãî ýëåìåíòà (ýêñïîíåíòà). Â òîæå âðåìÿ, íà îñíîâàíèè Òåîðåìû 1 è 3, ìû
âèäèì, ÷òî ïîëÿ èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:
N∂(u, λ)〈Ψ±〉 = C∂
(
Θ
(
xU +D+A(P)
)
Θ(xU +D)
eΩ(P)x
)
.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â Θ-ïðåäñòàâëåíèè èíòåãðèðîâàíèå êàê òàêîâîå èñ÷åçàåò, à âñå ïóíêòû
13) ñâîäÿòñÿ ê îäíîé îïåðàöèè. Ê ïîëþ, íàä êîòîðûì çàäàíî óðàâíåíèå, äîñòàòî÷íî
ïðèñîåäèíèòü òðàíñöåíäåíòíûé ýëåìåíò òàêîãî æå âèäà, êàê è ýëåìåíò, ïîðîæäàþùèé ñàìî
ïîëå:
N∂(u) = C∂
(
Θ(xU +D)
) ⊂ C∂(Θ(xU +D) ekx, Θ(xU +D +A(P)) eΩ(P)x) = N∂(u, λ)〈Ψ±〉 .
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âìåñòå ñ ¾èñ÷åçíîâåíèåì ëèíåéíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ¿ îòïàäàåò
òàêæå ïåðâè÷íàÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ áàçîâîãî ïîëÿ N∂(u) êàê ïðîáëåìà èíòåãðèðîâàíèÿ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé Íîâèêîâà. Â u(x)-ïðåäñòàâëåíèè îíà îïðåäåëÿëàñü áû äâóìÿ
òðàíñöåíäåíòíûìè îïåðàöèÿìè: èíòåãðàëàìè îò àëãåáðàè÷åñêîé óíêöèè (10) è ïðîöåäóðîé
îáðàùåíèÿ. Â Θ-ïðåäñòàâëåíèè ïîòåíöèàë íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé â ïîëå Θ∂ ïî
îðìóëå (12).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü u(x)  êîíå÷íîçîííûé ïîòåíöèàë. Â Θ-ïðåäñòàâëåíèè,
èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèÿ Øð¼äèíãåðà (3) ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ýëåìåíòà
Ξ, ïîðîæäàþùåãî äèåðåíöèàëüíîå ïîëå N∂(u), íà ïðèñîåäèíÿåìûé ëèíåéíî-
ýêñïîíåíöèàëüíûé äèâèçîð:
Ψ±
(
x;λ(P)) = C± · Ξ(x) ·Θ(xU +D ±A(P)) e±Ω(P)x . (13)
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì Ξ(x) = Θ(xU + D)−1. Â ñèëó (12) N∂(u) = C∂(Ξ). Âñå
ìåðîìîðíûå èíòåãðàëû íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ìåíÿþò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå
ëèñòîâ. 
Òåîðåìà 5 ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ïåðåõîäå ê Θ-ïðåäñòàâëåíèþ, óðàâíåíèå (3)
èíòåãðèðóåòñÿ, êàê åñëè áû îíî áûëî óðàâíåíèåì ñ ïîñòîÿííûìè êîýèöèåíòàìè
3
. Â
òàêîì ïðîñòåéøåì (0-çîííîì) ñëó÷àå ìû èìåëè áû àíàëîã ñõåìû (13): Ψ±(x;λ) = C± · 1 ·
e±a(λ)x. Çàìåòèì, ÷òî ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ (13) â âèäå ïðîñòîãî ïåðåìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ
ïîðîæäàþùèõ N∂(u) è åãî ðàñøèðåíèå N∂(u)〈Ψ±〉 íå ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ óðàâíåíèé
èíòåãðèðóåìûõ ïðèñîåäèíåíèåì ëèíåéíûõ ýêñïîíåíò èëè, òåì áîëåå, äëÿ óðàâíåíèé ñ ïðîñòî
ðàçðåøèìîé ãðóïïîé àëóà. Ïîÿâëåíèå òàêîãî ñâîéñòâà îáÿçàíî íàëè÷èþ â óðàâíåíèè λ.
Åñëè ðàñøèðåíèå àëãåáðàè÷íî ïî λ, òî ïðèñîåäèíåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî ýëåìåíòà èìååò
ìåñòî â ëþáîì ïðåäñòàâëåíèè, òàê êàê ñòåïåíü òðàíñöåíäåíòíîñòè ðàâíà åäèíèöå (òåîðåìà
1). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3, Lx-äèâèçîð åñòü àêòè÷åñêè ðåçóëüòàò
êâàäðàòóð. Ïåðåõîä îò u- ê Θ-ïðåäñòàâëåíèþ òðàíñöåíäåíòåí ïî êîíñòàíòàì ïîëÿ (B-ìàòðèöû
3
Ýòî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîäîëæåíèå èçâåñòíîé èíòåðïðåòàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé ìîçð, êàê ëèíåàðèçàöèè [L,A℄-ïàðàìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, â êëàññå ñîëèòîííûõ/êîíå÷íîçîííûõ
ïîòåíöèàëîâ, ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ òðèâèàëèçèðóåòñÿ ïðè íàäëåæàùåì âûáîðå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ (îáëàñòåé ðàöèîíàëüíîñòè).
8 Þ.Áðåæíåâ
êðèâûõ, U -ïåðèîäû è âåêòîð D). Ïî ýòîé ïðè÷èíå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (3)
çàäàííûì íàä λ-ïó÷êîì (ïîëåì) Lx-äèâèçîðîâ Θ∂
(
λ(P)) ≡ C∂(Θ(xU + D + A(P)) eΩ(P)x),
ò. å. ñ÷èòàòü N∂(u, λ) = Θ∂
(
λ(P)). Õîòÿ òàêîå ïîëå ïîðîæäåíî áåñêîíå÷íûì êîëè÷åñòâîì
ýëåìåíòîâ, ñàìî óðàâíåíèå (3) òîæå åñòü áåñêîíå÷íûé λ-ïó÷îê óðàâíåíèé. Ëþáîé Lx(P)-
äèâèçîð ïîðîæäàåò íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà, ò. å. ïîòåíöèàë. Åãî ìîæíî
èêñèðîâàòü âåëè÷èíîé D + A(P): N∂(u) = C∂
(
Θ(xU +D0 + A(P0)) eΩ(P0)x
)
. Ïàðàìåòð λ,
ïðè òàêîé îðìóëèðîâêå, êàê êîíñòàíòó ïîëÿ, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê êâàäðàò ÷àñòíîãî
Lx-äèâèçîðîâ âçÿòûõ â òî÷êå x = 0. Â ñàìîì äåëå, λ, êàê ìåðîìîðíàÿ óíêöèÿ íà
êðèâîé (6), èìååò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå λ(P) ∼ Θ2[αβ ](A(P))/Θ2[γδ ](A(P)). Ýòî áûëî ïîêàçàíî
Ïðèìîì âî 2-ì èçäàíèè åãî äèññåðòàöèè [79℄. Îêîí÷àòåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî
â Θ∂
(
λ(P))-ïðåäñòàâëåíèè èñ÷åçàåò è ïðèñîåäèíåíèå òðàíñöåíäåíòíîãî ýëåìåíòà, à ãðóïïà
àëóà ñòàíîâèòñÿ òðèâèàëüíîé: èíòåãðàë óðàâíåíèÿ (3) åñòü îòíîøåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.
Äëÿ çàìûêàíèÿ êàðòèíû íàì ñëåäîâàëî áû îòâåòèòü íà âîïðîñ î ïðèðîäå ïðîèñõîæäåíèÿ
Θ-ðÿäà. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü òåì çàìå÷àíèåì ÷òî, õîòÿ ïîñòóëèðóåìàÿ îðìà Θ-
ðÿäà íå ìîæåò îáúÿñíÿòü êàêóþ-ëèáî èíòåãðèðóåìîñòü, ñàì ðÿä (åãî îáùèé ÷ëåí) ìîæåò
áûòü ïîëó÷åí ðåãóëÿðíîé ïðîöåäóðîé. Ýòîò àêò (è åãî ñëåäñòâèÿ) ÿâëÿåòñÿ âàæíûì, íî åãî
îïèñàíèå âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû è áóäåò ïðåäìåòîì îòäåëüíîãî èçëîæåíèÿ.
2.6. Äèåðåíöèàëüíàÿ çàìêíóòîñòü ëèíåéíûõ Lx-äèâèçîðîâ. Ïóñòü g-ìåðíàÿ
óíêöèÿ Θ(xU + D) ðåäóöèðóåòñÿ ê óíêöèÿì ßêîáè θ1,2,3,4 ñ íàäëåæàùèìè àçàìè.
Òåîðåìà 4 îçíà÷àåò òîãäà, ÷òî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ìåõàíèçì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîäåðæèòñÿ
â äèåðåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòè óíêöèé ßêîáè îòíîñèòåëüíî èõ ïåðâîãî àðãóìåíòà.
Ó÷èòûâàÿ òî ÷òî èçîñïåêòðàëüíûå äåîðìàöèè èíòåãðèðóåìûõ (1+1)-óðàâíåíèé òîæå
îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè àçàìè xU + tV + D íà ÿêîáèàíàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå òàêèå
òî÷íî ðåøàåìûå ëèíåéíûå/íåëèíåéíûå ìîäåëè, âêëþ÷àÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (11) è ïîëèíîìèàëüíûõ òîæäåñòâ ìåæäó θ-óíêöèÿìè. Ýòîò àêò ãîâîðèò
î òîì, ÷òî ìåæäó ëèóâèëëåâîñòüþ êîíå÷íîçîííûõ ðàñøèðåíèé ÏèêàðàÂåññèî, ò. å.
ïðèñîåäèíåíèåì ýêñïîíåíò îò îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, è äèåðåíöèàëüíîé çàìêíóòîñòüþ
θ, θ′-óíêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, èìååòñÿ ñâîåãî ðîäà èçîìîðèçì. Îäíî âëå÷åò äðóãîå.
Áóäåò ëè ïîäîáíîå â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ? Äèåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà îáùèõ g-
ìåðíûõ Θ-óíêöèé âûðàæàþòñÿ, ÷åðåç àáåëåâû Θ-îòíîøåíèÿ, ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó èõ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè â âèäå èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé [44, 50℄, â òî âðåìÿ êàê èõ
ýëëèïòè÷åñêèå ðåäóêöèè  îáûêíîâåííûì äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ℘′2 = 4℘3− g2℘−
g3. Îïðåäåëÿþòñÿ ëè òîãäà äèåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà ñå÷åíèé îáùèõ ÿêîáèàíîâ òèïà
xU + D êîíå÷íûì íàáîðîì îáûêíîâåííûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîðÿäêà îäèí 
óðàâíåíèÿìè íà óíêöèè Θ è Θ′?
Áîëåå òî÷íàÿ îðìóëèðîâêà ìîãëà áû âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü U  âåêòîð
b-ïåðèîäîâ íîðìàëèçîâàííîãî àáåëåâà èíòåãðàëà 2-ãî ðîäà íà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
èìåþùåãî åäèíñòâåííûé ïîëþñ 1-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü
{
Θ
[
α
β
]
(xU+D), Θ′
[
α
β
]
(xU+D)
}
îáîçíà÷àåò
Θ-óíêöèè ñ öåëî÷èñëåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. ßâëÿþòñÿ ëè îíè äèåðåíöèàëüíî
çàìêíóòûìè íàä ïîëåì (ϑ,U)-êîíñòàíò, ò. å. ñóùåñòâóåò ëè àíàëîã óðàâíåíèé (11)? Äðóãèìè
ñëîâàìè, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî ñâîéñòâî, ñêîðåå ÷åì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (êàê óðàâíåíèå
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ), õàðàêòåðèñòè÷åñêèì äëÿ Θ-óíêöèé è ïðÿìîëèíåéíûõ ñå÷åíèé
ÿêîáèàíîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò â îáùåé òåîðèè ñîëèòîíîâ?
Îáðàòíàÿ, õîòÿ è áîëåå øèðîêàÿ, ïîñòàíîâêà ýòèõ âîïðîñîâ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå ìåíåå
èíòåðåñíîé. Äîïóñòèìî ëè âîîáùå èíòåãðèðîâàòü àáåëåâû óíêöèè â òîì ñìûñëå, ÷òî
íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû îò ïðîèçâîëüíûõ àáåëåâûõ óíêöèé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ßêîáè
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, âûðàæàëèñü áû ÷åðåç ÷àñòíûå ëèíåéíûõ äèâèçîðîâ, ëîãàðèìû îò
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íèõ è óíêöèè Θ′. Ïðèìåðû, êîãäà ýòî òàê, ìíîãî÷èñëåííû. Ñïðàøèâàåòñÿ, âñåãäà ëè ýòî òàê
è, åñëè íåò, òî ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ èíòåãðàëüíîãî çàìûêàíèÿ?
2.7. Àëãîðèòìû è ýëëèïòè÷åñêèå ñîëèòîíû. Íåêîòîðûå ïðèìåðû ýëëèïòè÷åñêèõ
êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ [84℄ óæå âñòðå÷àëèñü â ðàìêàõ àëãîðèòìè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé [82℄. Îäíàêî, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, êëþ÷åâûå îáúåêòû àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ (ïåðåìåííûå γk è Θ-óíêöèè), íå óïîìèíàþòñÿ â
ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå (ñì. íàïðèìåð ìîíîãðàèè [80℄, [5℄, [77℄). Ïîêàæåì êàê
ãåíåðèðîâàòü øèðîêèé êëàññ ðåøàåìûõ óðàâíåíèé ñ ðàöèîíàëüíûìè è àëãåáðàè÷åñêèìè
êîýèöèåíòàìè.
Ïóñòü u(x)  ýëëèïòè÷åñêèé êîíå÷íîçîííûé ïîòåíöèàë, à u = Q1(℘) + Q2(℘)℘
′
åñòü åãî
Âåéåðøòðàññîâñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ x → ℘, Ψ → Ψ˜ = √℘′Ψ.
Óðàâíåíèå (3) ïðèìåò âèä
Ψ˜℘℘ +
{
3
(℘2 + 14g2)
2 + 2 g3℘
(4℘3 − g2℘− g3)2
− Q1(℘) +Q2(℘)℘
′ + λ
4℘3 − g2℘− g3
}
Ψ˜ = 0 . (14)
Ïî ïðåäûäóùèì ïîñòðîåíèÿì âñå óðàâíåíèÿ (14) èíòåãðèðóåìû â êâàäðàòóðàõ è
àêòîðèçóåìû â ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèÿõ. Äîñòàòî÷íî ñäåëàòü óïîìÿíóòóþ çàìåíó
ïåðåìåííûõ â îðìóëå (4). Îíà ïðåâðàòèòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë. Â òî æå âðåìÿ
èçâåñòíûå àëãîðèòìû Çèíãåðà è Êîâà÷èêà [82, 70℄ äîñòàâëÿþò ñàìîñòîÿòåëüíûå ïðîöåäóðû
èíòåãðèðîâàíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé. Ýòî äàåò ïîëüçó äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ. Óðàâíåíèÿ ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýèöèåíòàìè ïîëó÷àþòñÿ åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷åòíûå ïîòåíöèàëû, ò. å.
ñ ïîëþñàìè â íóëå (óðàâíåíèÿ Ëàìå) è ïîëóïåðèîäàõ (Äàðáó, ÒðåéáèøÂåðäüå è äð.).
Ïîñêîëüêó êîíå÷íîçîííûå ïîòåíöèàëû èñ÷åðïûâàþò âñå èíòåãðèðóåìûå ñëó÷àè ìû èìååì
ñëåäóþùåå.
Ïðåäëîæåíèå 1. Àëãîðèòìû ÇèíãåðàÊîâà÷èêà, áóäó÷è ïðèìåíåííûå ê èíòåãðèðóåìûì
óðàâíåíèÿì âèäà
Ψ′′
Ψ
− λ = óíêöèÿ îò x ,
âêëàäûâàþòñÿ â òåîðèþ êîíå÷íîçîííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.
Òàêèì îáðàçîì, îðìóëû ÈòñàÌàòâååâà äëÿ Ψ âèäà (2) è ïîòåíöèàëîâ âèäà (12)
äîñòàâëÿþò îáùèé îòâåò è â êîíòåêñòå äàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Íåýëëèïòè÷åñêèå
ïîòåíöèàëû ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ðàñøèðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ (14) ëèáî, îòòàëêèâàÿñü
îò ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî Θ-óíêöèè ñ öåëûìè õàðàêòåðèñòèêàìè
ðåàëèçóþò ¾àëãåáðàèçàöèþ¿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò òàêèì
ðåäóêöèÿì ßêîáèåâûõ ìíîãîîáðàçèé (îíè ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè), ÷òî â êà÷åñòâå
îáðàçóþùèõ ïîëåé, âìåñòî âñåãî ìíîæåñòâà íåîáõîäèìûõ
{
Θ
[
α
β
]
, Θ′
[
α
β
]}
, ìîæíî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî äâå (ëþáûå îáðàçóþùèå ïîëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèé) èëè äàæå îäíó (óðàâíåíèÿ ñ
ðàöèîíàëüíûìè êîýèöèåíòàìè).
Òî÷íàÿ èíòåãðèðóåìîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî æåñòêîå, íî êîíñòðóêòèâíîå
ñâîéñòâî. Â íåãî íå ïîïàäàþò âñå èçâåñòíûå ïðèìåðû ïîòåíöèàëîâ â ýëåìåíòàðíûõ óíêöèÿõ ñ
ðåøåíèÿìè â êëàññå ñïåöèàëüíûõ óíêöèé è èõ âûðîæäåíèé â ýëåìåíòàðíûå (ãàðìîíè÷åñêèé
îñöèëëÿòîð, îðòîãîíàëüíûå ïîëèíîìû è ò. ä.). Îíè ñîîòâåòñòâóþò êðèâûì áåñêîíå÷íîãî ðîäà.
Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàà ñäåëàåì çàìå÷àíèå ñâÿçàííîå ñ êàæóùèìñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.
Êâàäðàòóðû, ò. å. ïîÿâëåíèå Ψ′/Ψ, åñòü ëîêàëüíîå (ïî x) ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ, â òî
âðåìÿ êàê ñïåêòðàëüíàÿ êîíå÷íîçîííîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî ãëîáàëüíûì ñâîéñòâîì
ïîòåíöèàëà. àçðåøåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëîêàëüíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü òðåáóåòñÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ λ, ÷òî âåäåò ê ïîÿâëåíèþ óðàâíåíèé Íîâèêîâà. Àíàëèòè÷íîñòü ïîòåíöèàëà ïî x
ñóùåñòâåííà è âñþäó ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Íàïðèìåð êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ïîòåíöèàë íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîçîííûì.
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3. Èíòåãðèðóåìûå è êîíå÷íîçîííûå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ
3.1. Èíòåãðèðóåìûå óðàâíåíèÿ. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, ãðóïïû
òî÷å÷íûõ ñèììåòðèé Ëè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèâîäÿò ê óñïåõó ïîñêîëüêó, äàæå åñëè
îíè åñòü, îíè íå îáÿçàíû áûòü ðàçðåøèìûìè. Îäíàêî, ñëåäóÿ ïðåäûäóùåìó ïàðàãðàó
åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû àëóà, êàê àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû [69℄. Ïî êðàéíåé ìåðå ýòî ñîîòâåòñòâîâàëî áû îðìàëèçîâàííîìó ïîíÿòèþ
¾èíòåãðèðóåìîñòè â êâàäðàòóðàõ¿, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ðàññìîòðåíèÿ. Åñòåñòâåííî
ïîëîæèòü, ÷òî òàêàÿ ïîñòàíîâêà äîëæíà ñîãëàñîâûâàòüñÿ ñ óæå îáùåèçâåñòíûìè àêòàìè.
Â ÷àñòíîñòè: 1) êîíå÷íîçîííûå ïîòåíöèàëû ãåíåðèðóþòñÿ ñòàöèîíàðíûìè èåðàðõèÿìè [L,A℄-
ïàð íåëèíåéíûõ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíåíèé; 2) îíè ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè óíêöèÿìè íà
ÿêîáèàíàõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ; 3) Θ-àêñèîìàòèêà óíêöèè ÁåéêåðàÀõèåçåðà, âêëþ÷àÿ
(2+1)-óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ãåíåðèðóþò èíòåãðèðóåìûå (1+1)-óðàâíåíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ýòè ïðèçíàêè ìîãóò áûòü ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûìè, ïîñêîëüêó â òàêîé îðìóëèðîâêå ìû
îòáðàñûâàåì ñèòóàöèè, äëÿ êîòîðûõ íåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü óðàâíåíèå ¾íåèíòåãðèðóåìûì¿.
Â ñàìîì äåëå, èíòåãðèðóåìîñòü, êàê èíâàðèàíòíîå ñâîéñòâî, îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî
îò êîîðäèíàò. Çàìåíû ïåðåìåííûõ, åñëè îíè íå âûõîäÿò çà ¾ïðåäåëû êâàäðàòóð¿, òîæå
ïîðîæäàþò èíòåãðèðóåìûå ìîäåëè. Áëèæàéøèå ïðèìåðû äîñòàâëÿþò óêñîâû óðàâíåíèÿ
(14), à èç ñåðèè (2+1)-óðàâíåíèé ïîêàçàòåëüíûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêîå
óðàâíåíèå ÊÏ (óðàâíåíèå Äæîíñîíà) [32℄. Ñëåäóþùèé ïðèìåð íå ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì
è âîçíèêàåò â ïðèëîæåíèÿõ [36℄:
Ψ′′ =
λ
u2
Ψ .
Êîíå÷íîçîííàÿ òåîðèÿ äëÿ íåãî â ðàìêàõ  2 îñòàåòñÿ áåç èçìåíåíèé. Ïðèâåäåì îòâåòû â
ñëó÷àå g = 1. Ψ-óíêöèÿ èìååò âèä (4), â êîòîðîé
R(x; λ) = u λ+ 1
4
u2 u′′ − 1
8
u u′2 − 1
2
αu ,
à àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ (6) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: µ2 = λ3 − αλ2 − E1 λ− E2, ãäå
E1 =
1
8
u3 u(IV) + 1
4
u2 u′ u′′′ + 1
64
(2 u u′′ − u′2 − 4α) (6 u u′′ − 3 u′2 + 4α)
E2 =
−1
64
u4 u′′′2 − 1
29
(
2 u u′′ − u′2 − 4α)((2 u u′′ − u′2)2 − 16α2 − 64E1 ) .
Â ýòîì ïðèìåðå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé (3) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè Ëèóâèëëÿ,
íî ýâîëþöèÿ (ïî x) íà ÿêîáèàíå êðèâîé áóäåò íåëèíåéíà [60℄ è Ψ íå åñòü óíêöèÿ òèïà
(2). Äðóãèìè ïðèìåðàìè Θ-óíêöèîíàëüíî èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé íå óêëàäûâàþùèõñÿ
â êëàññè÷åñêóþ àêñèîìàòèêó óíêöèé ÁÀ, ÿâëÿþòñÿ äåîðìàöèè óðàâíåíèé ãëàâíîãî
êèðàëüíîãî ïîëÿ [8℄ è, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå Ýðíñòà [27℄. Â ýòèõ çàäà÷àõ êîýèöèåíòû
[U, V ]-ïàð, êàê óíêöèè îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, èìåþò ïîëþñà çàâèñÿùèå îò x è
ñàìà êðèâàÿ òîæå çàâèñèò îò x. Äåòàëè è äîïîëíèòåëüíûå ññûëêè ñì., íàïðèìåð, â ðàáîòå
[27℄. Äàëåå, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíèå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ N∂ íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì Θ-
óíêöèîíàëüíûõ ìåòîäîâ, äîïóñòèìî ïîðîæäàòü èíòåãðèðóåìûå çàäà÷è ëþáûì ñïîñîáîì,
îòëè÷íûì îò êëàññè÷åñêîé êîíå÷íîçîííîé ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ òåîðåìîé 5 è
îðìóëîé (2). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ìîæåì, íå ìåíÿÿ äèåðåíöèàëüíîãî ïîëÿ, à òî÷íåå åãî
ðàñøèðåíèÿ, ïîìåíÿòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ (2). Íàïðèìåð âçÿâ òàêîå óðàâíåíèå:
Ψ′′ =
{
6℘(x) + 2℘(x− λ) + 4℘(λ)}Ψ , Ψ(x;λ) = σ2(x− λ)
σ2(x)
e2ζ(λ)x .
Ïðèìåðû ìîæíî óâåëè÷èâàòü äàæå íå ïðèáåãàÿ ê Θ-ïðåäñòàâëåíèÿì. Îãðàíè÷èìñÿ òåì, ÷òî
ñàìà ðåçîëüâåíòà çàäà÷è (3), ò. å. îïåðàòîð (5), ÿâëÿåòñÿ òàêèì ïðèìåðîì, èíòåãðèðóåìûì â
êâàäðàòóðàõ ñ áàçèñîì ðåøåíèé
{
Ψ2+, Ψ+Ψ−, Ψ
2
−
}
. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê íå òðóäíî âû÷èñëèòü,
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ãðóïïà àëóà íå òîëüêî äèàãîíàëüíà, íî è äîïîëíèòåëüíî óïðîùàåòñÿ â ãðóïïó ñîïðÿæåííóþ
ñ ãðóïïîé G = Diag(1, α, α−1), ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (ýòî R = Ψ+Ψ−) â ïîëå N∂ .
Ïðè òàêèõ èëè ïîäîáíûõ îáîáùåíèÿõ íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ Íîâèêîâà, çàäà÷è îáðàùåíèÿ
è äðóãèå àòðèáóòû òî÷íî èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé ñòàíîâÿòñÿ ëèáî îïîñðåäîâàííûìè èëè
âîâñå èñ÷åçàþò, íî ñàì ñïèñîê ðåøàåìûõ óðàâíåíèé çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåòñÿ. Âàæíî
çàìåòèòü îäíàêî, ÷òî åñëè îáîáùåíèå èëè äàæå ïðÿìàÿ îðìóëèðîâêà ïðèâëåêàþò Θ-
ðÿäû íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü òîò àêò, ÷òî ýòè ðÿäû äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ èç îðìóë ñ
íåîïðåäåëåííûìè êâàäðàòóðàìè â äóõå  2. Èíûìè ñëîâàìè, Θ-ðÿäû, êàê Θ-ïðåäñòàâëåíèÿ
ïîëåé, íå äîëæíû âîçíèêàòü êàê ñïåöèàëüíûå óíêöèè, îáîçíà÷àþùèå ðåøåíèå çàäà÷è,
íàïîäîáèå òîãî êàê ïðîèñõîäÿò èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé òèïà Áåññåëÿ, Ýéðè èëè
ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìû íå áóäåì äàëüøå çàòðàãèâàòü âîçìîæíóþ àêñèîìàòèêó
íà îñíîâå êâàäðàòóð ñ ïîñëåäóþùåé êëàññèèêàöèåé, à îãðàíè÷èìñÿ òåìè óðàâíåíèÿìè,
ãäå ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ èíòåãðèðóåìîñòü âîçíèêàþò è çàìûêàþòñÿ äðóã íà äðóãå.
Ýòî îñâîáîæäàåò íàñ îò ïðèâëå÷åíèÿ Θ-ìåòîäîâ â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðààõ. Â íèõ ìû
ðàññìîòðèì èåðàðõèè ñêàëÿðíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå èçâåñòíû êàê èåðàðõèè
åëüàíäàÄèêîãî [10, 11, 57℄.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè, îðìóë ñëåäîâ è çàäà÷è ßêîáè òàêèå
óðàâíåíèÿ äî íåäàâíåãî âðåìåíè íå ðàññìàòðèâàëèñü, õîòÿ äðóãèå îáúåêòû èõ êîíå÷íîçîííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ èçâåñòíû. Íàïðèìåð äëÿ óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà àíàëîãè äàííûõ ðàññåÿíèÿ
äëÿ áûñòðî óáûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ ðàçðàáàòûâàëèñü [54, 20, 52℄. Ñêàëÿðíûå ñïåêòðàëüíûå
çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ìàòðè÷íûõ, à äëÿ íèõ, âêëþ÷àÿ îáîáùåíèÿ, ïîêàçàíî,
÷òî ïîòåíöèàëû ÿâëÿþòñÿ àáåëåâûìè óíêöèÿìè [18, ñòð. 110℄, [29,  2℄ è [55, 56℄. Äîáàâèì
÷òî ñïîñîáû âûâîäà îðìóë òèïà ÌàòâååâàÈòñà ñåé÷àñ õîðîøî èçâåñòåí [73, 16℄ è ëåãêî
ïåðåíîñÿòñÿ íà äðóãèå óðàâíåíèÿ.
3.2. Êîíå÷íîçîííûå îïåðàòîðû. Ïóñòü èìååòñÿ èçîñïåêòðàëüíàÿ äåîðìàöèÿ Ψt = ÂΨ
çàäà÷è (1). Êîãäà ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû ÿâíî? Åñëè êîýèöèåíòû L̂
çàâèñÿò îò îáåèõ ïåðåìåííûõ (x, t), òî ïåðâîå óðàâíåíèå L̂([u(x, t)], ∂x)Ψ = λΨ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé àêòè÷åñêè çàäà÷ó ñ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè λ è t, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò t íåèçâåñòíûì
îáðàçîì ñêðûòà â ïîòåíöèàëå. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò  ñ÷èòàòü [u(x, t)] çàâèñÿùèì îò
ñòàöèîíàðíîé ïåðåìåííîé ξ = x−α t. Ïåðåïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ ÷åðåç ïåðåìåííóþ ξ, ïîëó÷àåì
÷òî âðåìÿ t èñ÷åçàåò â ïåðâîì îïåðàòîðå è ó íåãî íàéäåòñÿ ðåøåíèå âèäà Ψ(x, t) = T (t) Ξ(ξ).
Åñòåñòâåííî ïîÿâèâøååñÿ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, ñðàçó æå ïîðîæäàåò ïàðàìåòð ðàçäåëåíèÿ
µ, çàâèñèìîñòü T (t) = exp(µ t) è êîììóòèðóþùèé îïåðàòîð ÂΨ = µΨ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü
ýòó ïðîñòåéøóþ ìîòèâàöèþ äëÿ èçâåñòíîãî [18℄ îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íîçîííîãî îïåðàòîðà.
À èìåííî, ïîòåíöèàë
[U ℄ â ëèíåéíîì äèåðåíöèàëüíîì âûðàæåíèè (1) íàçûâàåòñÿ
êîíå÷íîçîííûì èëè àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèì åñëè ñóùåñòâóåò ïàðíûé äèåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð Â([U ℄), òàêîé ÷òî îáà îïåðàòîðà èìåþò îáùóþ ñîáñòâåííóþ óíêöèþ Ψ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè L̂Ψ = λΨ è ÂΨ = µΨ. Cì. òàêæå [17, ñòð. 42℄ è
[29, 16℄.
4. Ψ-óíêöèÿ è àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå
4.1. Àëãåáðàè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Åñëè îïåðàòîð (ò. å. ïîòåíöèàë) êîíå÷íîçîííûé, òî
Ψ-óíêöèÿ âûïèñûâàåòñÿ ÿâíî â [U ℄-ïðåäñòàâëåíèè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñëåäîâàòåëüíî
èñêëþ÷èòü ïðîèçâîäíûå èç óðàâíåíèé L̂Ψ = λΨ è ÂΨ = µΨ âïëîòü äî îðìóëû
Ψx = G(λ, µ; [U ℄)Ψ .
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Òåîðåìà 6. Ψ-óíêöèÿ äëÿ êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ äàåòñÿ êâàäðàòóðîé âèäà
Ψ(x;λ) = exp
x∫
x0
G(λ, µ; [U ℄) dx , (15)
ãäå G  ðàöèîíàëüíàÿ óíêöèÿ ïî (λ, µ) ñ êîýèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ
äèåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè îò
[U ℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ êðèâàÿ èìååò
âèä
W (µ, λ) ≡ µn + a1(λ)µn−1 + a2(λ)µn−2 + · · ·+ an(λ) = 0 . (16)
Àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (16), ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé (15) â ëþáîé èç îïåðàòîðîâ èëè,
÷òî òîæå ñàìîå, èñêëþ÷àÿ ïðîèçâîäíûå äî êîíöà. Â âûðàæåíèè (16) âåëè÷èíû ak(λ) ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìàìè ïî λ è äèåðåíöèàëüíûìè ïîëèíîìàìè îò [U ℄. Òàêèì îáðàçîì âìåñòî óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè (16), çàïèñûâàåìîãî îáû÷íî â äåòåðìèíàíòíîé îðìå det
(
A˜(λ)− µ I) = 0, ãäå
A˜(λ)  ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà Â â íåêîòîðîì áàçèñå, ïðåäúÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå
(15), à óðàâíåíèå êðèâîé (16) åñòü åãî ñëåäñòâèå. Èç îðìóëû (15) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïû
àëóà îáùèõ êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðîâ óñòðîåíû êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (3).
Ïðåäëîæåíèå 2. Äèåðåíöèàëüíàÿ ãðóïïà àëóà Gal êîíå÷íîçîííîãî îïåðàòîðà (1)
ñîïðÿæåíà ãðóïïå äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö âèäà G = Diag(α, β, . . . , γ) ⊂ SLn(C).
Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ êîììóòèðóþùåãî îïåðàòîðà Â èñïîëüçóþò èåðàðõèè [L, A]-ïàð äëÿ
èíòåãðèðóåìûõ íåëèíåéíûõ äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïîäðîáíî ïðîïèñàíû
â ëèòåðàòóðå. Â ñèëó ïåðâîãî óðàâíåíèÿ L̂Ψ = λΨ, âòîðîé îïåðàòîð ìîæíî ñ÷èòàòü
ïîëèíîìèàëüíûì ïó÷êîì ïî λ. Â òàêîì âèäå ïðîöåññ åãî ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìèçèðóåòñÿ.
Ñîîòíîøåíèÿ íà êîýèöèåíòû ðåêóðñèâíû, íî îáîçðèìûé âèä îíè èìåþò òîëüêî äëÿ
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ïîðÿäêà äâà. Õàðàêòåð è ðàçìåð ïîëó÷àþùèõñÿ îðìóë ìîæíî îöåíèòü
ïî ðàáîòàì [66, 59℄.
4.2. Íåàëãåáðàè÷åñêèå (òðàíñöåíäåíòíûå) ïðåäñòàâëåíèÿ. Ôîðìóëû (1516) äàþò íå-
ÿâíîå îïèñàíèå ðåøåíèé êàê óíêöèé îò λ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìû ìîæåì ïåðåéòè ê
ïàðàìåòðè÷åñêè òðàíñöåíäåíòíîìó, íî ÿâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ W
(
µ(τ), λ(τ)
)
= 0 è òîãäà
îáå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷è ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì
τ , ëåæàùåì íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé (16). Âñå îíè èíòåãðèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî.
Âûáîð àëãåáðàè÷åñêîãî îïèñàíèÿ (1516) èëè òðàíñöåíäåíòíîãî, òèïà Ψ(x; τ), ÿâëÿåòñÿ
âîïðîñîì ýåêòèâèçàöèè è çàâèñèò îò êîíòåêñòà çàäà÷è, õîòÿ ÿâíûå îðìóëû âñåãäà
ïðåäïî÷òèòåëüíåå. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè, ðàññìîòðèì ïðèìåð, ãäå âñå îðìóëû
âûïèñûâàþòñÿ äî êîíöà [48℄:
µ2 = λ5 − λ ,
{
λ =
ϑ4(τ)
ϑ3(τ)
, µ = i
ϑ22(τ)
ϑ33(τ)
ϑ4(2τ)
}
. (17)
Çäåñü ϑ(τ) = θ(0|τ)  êëàññè÷åñêèå ϑ-êîíñòàíòû ßêîáè. Èñïîëüçóÿ (17), ïîëó÷àåì çàäà÷ó
Ψxx − u(x)Ψ = ϑ4(τ)
ϑ3(τ)
Ψ .
Êðèâàÿ (17) îáëàäàåò ìàêñèìàëüíîé ñèììåòðèåé (àâòîìîðèçìàìè) äëÿ êðèâûõ ðîäà g = 2
è ïîýòîìó ðåàëèçóåòñÿ êàê íàêðûòèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
℘′(α)2 = 4℘(α)3 − 5
3
℘(α)± 27
7
√
2 (18)
ñ ìîäóëåì κ = 1+i
√
2
2 . Ýòî âåäåò ê òîìó, ÷òî âñå ðåøåíèÿ âûïèñûâàþòñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ
óíêöèÿõ. Ôîðìóëû èçâëåêàþòñÿ èç òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ [30, 31℄ ÷åðåç èçâåñòíûå
òàì àíçàöû. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåõíèêà ïî÷òè ñòàíäàðòèçèðîâàíà, ïîýòîìó êîíêðåòíûå
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âûðàæåíèÿ äëÿ u(x) ÷åðåç ℘-óíêöèè è Ψ
(
x;α(τ)
)
â îðìå ÀëüåíàÝðìèòà ìû íå
ïðèâîäèì, îãðàíè÷èâøèñü ðåäóêöèåé ñîîòâåòñòâóþùåé Θ-óíêöèè ê óíêöèÿì ßêîáè:
Θ
(
z1
z2
∣∣∣ κ 121
2 κ
)
= 1
2
(
θ3(z1|κ) + θ4(z1|κ)
)
θ3
(
z2
∣∣κ)+ 1
2
(
θ3(z1|κ) − θ4(z1|κ)
)
θ4
(
z2
∣∣κ) .
Âåëè÷èíà α, êàê ïàðàìåòð íàêðûâàåìîãî òîðà (18), ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì îáúåêòîì
è, ïîýòîìó, íàì îñòàåòñÿ âûïèñàòü òîëüêî ÿâíóþ îðìóëó, ñâÿçûâàþùóþ α ñ ãëîáàëüíûì
ïàðàìåòðîì τ íà ñàìîé êðèâîé (17) [48℄:
−2 (1∓√2 )℘(α)− 1
3
± 2
3
√
2 =
ϑ23(2τ)
ϑ4(τ)ϑ3(4τ)
,
Ýòó îðìóëó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òðàíñöåíäåíòíîå (íå àëãåáðàè÷åñêîå) ïðåäñòàâëåíèå
êðèâîé (17) ìåðîìîðíûìè óíêöèÿìè íàêðûâàåìîé è íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè.
Äîïîëíèòåëüíûå äåòàëè ïî÷òè áåç èçìåíåíèé îáîçíà÷åíèé ïåðåíîñÿòñÿ ñþäà èç  4 â [48℄.
Ïîñêîëüêó èíòåãðèðóåìûå çàäà÷è õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì
ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðíàÿ óíêöèÿ λ(τ) íà êðèâîé êîíå÷íîãî ðîäà, òî êîììóòàöèÿ ïó÷êîâ
ïðèâîäèò, ïîìèìî ÿâíîé Ψ, ê òîìó ÷òî ñïåêòðàëüíûìè ïàðàìåòðàìè äëÿ íèõ ìîæåò áûòü
âçÿòà îäíà âåëè÷èíà τ , ëåæàùàÿ íà îáùåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè (ñïåêòð çàäà÷è). Êîãäà τ
ïðîáåãàåò ïî âñåì òî÷êàì ñïåêòðà, Ψ(x; τ) ïðîáåãàåò ïî âñåì ðåøåíèÿì ýòèõ ñïåêòðàëüíûõ
çàäà÷.
5. Óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà
Â ýòîì ïàðàãðàå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì îáùèé ðåöåïò âûâîäà óðàâíåíèé Äóáðîâèíà íà
âåëè÷èíû γk. Ñïîñîá èõ âûâîäà ïî Äðàøó [62℄ (ñì. òàêæå [51,  7℄, [63, 64℄) èñïîëüçóåò
óðàâíåíèå íà ÿäðî ðåçîëüâåíòû è íå ïåðåíîñèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ïðîèçâîëüíûå
ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è. Â ñàìîì äåëå, äëÿ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ÿäðî ñîâïàäàåò ñ
êâàäðàòè÷íîé îðìîé äâóõ åãî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé Ψ1,2 [9, ñòð. 83℄. Ïî íåìó
ñòðîèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè [2℄, à âñëåä çà íåé, è âñå ÷òî ñâÿçàíî ñ ðàçáèåíèåì
åäèíèöû îïåðàòîðà íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå [3℄. Äëÿ îïåðàòîðîâ âûñøèõ ïîðÿäêîâ
îáîáùåíèÿ â êîíòåêñòå ñïåêòðàëüíîé òåîðèè äàëåêî íå î÷åâèäíû. Òåì íå ìåíåå â êîíòåêñòå
èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ, òåõíèêà ðåçîëüâåíò èçâåñòíà [57℄ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà
íåêîòîðûå îïåðàòîðíûå ïó÷êè [55, 56℄, õîòÿ è ñ ïîòåðåé ýåêòèâíîñòè äëÿ óðàâíåíèé íà
ðåçîëüâåíòû (àíàëîãè óíêöèè R [42℄). Íî êàê ÿâñòâóåò èç (15), íåîáõîäèìîñòü ñîñòîèò íå â
R, à â êîýèöèåíòàõ óíäàìåíòàëüíîé ìåðîìîðíîé óíêöèè G(λ, µ; [U ℄).
5.1. Óðàâíåíèÿ 3-ãî ïîðÿäêà â èåðàðõèÿõ åëüàíäàÄèêîãî. Ïðåäëàãàåìûå íèæå
âûâîäû ñïðàâåäëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîçîííûõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ, íî ÷òîáû
èçáåæàòü èçëèøíåé îáùíîñòè, ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñïåêòðàëüíûå óðàâíåíèÿ:
Ψ′′′ + u(x)Ψ′ + v(x)Ψ = λΨ . (19)
Àíçàö äëÿ êîììóòèðóþùåãî îïåðàòîðà èìååò âèä
A(x;λ)Ψ′′ +B(x;λ)Ψ′ + C(x;λ)Ψ = µΨ . (20)
Èç (20) è (19) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êðèâîé (îðìóëà ñîêðàùåíà)
µ3 + (A′′ + 3B′ − 2 uA+ 3C)µ2 + (. . .)µ+ (. . .) = 0 .
Êîýèöèåíò ïåðåä µ2, êàê êîíñòàíòó k(λ), ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì íóëþ, òàê êàê ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó ïàðàìåòðà µ→ µ− k(λ)/3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
C = −1
3
A′′ −B′ + 2
3
uA ,
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µ3 + 1
3
(
AA(IV) + (2A′ + 3B)A′′′ + 3AB′′′ −A′′2 − uAA′′ − · · · )µ+ (. . .) = 0 . (21)
Ψ-óíêöèÿ èìååò âèä
Ψ′
Ψ
=
(A′ +B) (µ− C)− v A2 +AC′
3Aµ+AA′′ + uA2 + 3B (A′ +B)
. (22)
Ýòà âàæíàÿ îáùàÿ îðìóëà íàì åùå ïîíàäîáèòñÿ. Âûâîä ïîñòðîèì òàê, ÷òîáû, ÷òîáû
ìåòîäèêà áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèëàñü íà âûñøèå ïîðÿäêè.
Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âñþ ñîâîêóïíîñòü íóëåé Ψ íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, êîòîðûå
çàâèñÿò îò λ è ðàçáðîñàíû ïî ëèñòàì ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè. Ýòî âñåãäà äåëàåòñÿ îáðàùåíèåì
â ïîëèíîì ðàöèîíàëüíîé ïî µ óíêöèè (22) ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ êðèâîé (21)
W (µ, λ) ≡ µ3 +Q(λ)µ+ T (λ) = 0 .
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îðìóëó
Ψ′
Ψ
= − 3Aµ2 − (AA′′ + uA2 + 3B2 + 3BA′)µ+A(iv) + · · ·
(3 v − u′)A3 + (3B u+ 2A′ u+ 2A′′′ + 3B′′)A2 + 3 (A′′ + B′)BA+ 3B2 (A′ +B)
. (23)
Âñå íóëè Ψ ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè äëÿ Ψ′/Ψ è ïîýòîìó îáîçíà÷èì çíàìåíàòåëü (23) êàê
R(λ; x) = (3 v − u′)A3 + (3B u+ 2A′ u+ 2A′′′ + 3B′′)A2 + 3 (A′′ +B′)B A+ 3B2 (A′ +B) =
= a·(λ− γ1) · · · (λ− γg) ,
(24)
ãäå a ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà. Âòîðóþ êîîðäèíàòó íóëÿ µk = µ
(
γk(x)
)
, ò. å. íîìåð ëèñòà,
îïðåäåëèì êàê êîðåíü êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
µ3k +Q
(
γk(x)
)
µk + T
(
γk(x)
)
= 0 . (25)
Ôîðìóëû (22, 23) è (24) ñîäåðæàò ïîëíóþ èíîðìàöèþ äëÿ âûâîäà âñåõ äàëüíåéøèõ
ñîîòíîøåíèé. Èñïîëüçóÿ (22)
Ψ′
Ψ
=
(A′ +B) (µ− C) +AC′ − v A2
Aµ−D ,
ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
−3D = AA′′ + uA2 + 3B (A′ +B) ,
ïîëó÷àåì âàæíîå ñîîòíîøåíèå  îðìóëó äëÿ âòîðîé êîîðäèíàòû. À èìåííî, êîãäà λ →
γk(x),
µk → −13
(
A′′ + uA+ 3 B
A
(A′ +B)
)
. (26)
Äàëåå, ññûëàÿñü íà îðìóëó (26) áóäåì ñ÷èòàòü åå ðàâåíñòâîì. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ
Q(λ) êàê óíêöèè îò [U ℄ (îðìóëà (21)), ïðèäàäèì îðìóëå (23) ñëåäóþùèé âèä:
Ψ′
Ψ
=
(A′ +B) (µ− C) +AC′ − v A2
Aµ−D = −3
(µ2 +Q)A2 +ADµ+D2
AR
+
A′ +B
A
.
Óñòðåìëÿÿ â ïîñëåäíåé îðìóëå λ→ γk è èñïîëüçóÿ (26), ïîëó÷àåì èñêîìûå óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà 7. Êîîðäèíàòû íóëåé (γk, µk) Ψ-óíêöèè äëÿ êîíå÷íîçîííîãî ñïåêòðàëüíîãî
ïó÷êà (19) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
γ′k = 3A
(
γk; [U ℄
) 3µ2
k
+Q(γ
k
)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
, µ′k = −3A
(
γk; [U ℄
) Q′(γ
k
)µ
k
+ T ′(γ
k
)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
. (27)
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Âòîðàÿ êîîðäèíàòà íóëåé µk èìååò âèä
µk =
D
(
γ
k
; [U ℄
)
A
(
γ
k
; [U ℄
) .
Âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (27) ñëåäóåò èç (25) âçÿòèåì ïðîèçâîäíîé. Ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé
â (27) ïîÿâëÿëàñü â ðàáîòàõ [58, 59℄ â äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ îáîçíà÷åíèÿõ îïèñûâàþùèõ
ñòàöèîíàðíóþ èåðàðõèþ óðàâíåíèé Áóññèíåñêà. Ìîòèâèðîâêè, ââåäåíèå âòîðîé êîîðäèíàòû
µk è äîêàçàòåëüñòâà íå ïðèâåäåíû. Âàæíîå íàáëþäåíèå àâòîðîâ [58℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïîÿâèâøèéñÿ ïîëèíîì 3µ2 + Q(λ) åñòü â òî÷íîñòè ïðîèçâîäíàÿ Wµ(µ, λ). Ýòèì âèäèìî
ïðåñëåäóåòñÿ öåëü (÷åãî, îäíàêî, òàì íå ñäåëàíî) ïðèâåñòè óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà (27) ê çàäà÷å
îáðàùåíèÿ ßêîáè ñ ãîëîìîðíûìè äèåðåíöèàëàìè
dω =
P (µ, λ)
Wµ(µ, λ)
dλ . (28)
Ìû âïëîòíóþ ïîäõîäèì ê èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé (27) è ïîýòîìó ñëåäóåò ñäåëàòü âàæíîå
çàìå÷àíèå î õàðàêòåðå ýòèõ óðàâíåíèé. Â óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ýòî íå îáñóæäàåòñÿ. Óðàâíåíèÿ
(27) íå àâòîíîìíû, òàê êàê ñîäåðæàò ïîòåíöèàë â A-óíêöèè è òåðÿþò ñìûñë ïîêà íå ðåøåí
âîïðîñ îá ïðåäñòàâëåíèè A(γk; [U ℄) ÷åðåç (γ, µ). Äîáàâèì, ÷òî ýåêòèâíûå ñïîñîáû îïèñàíèÿ
êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ è èõ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê â çàäà÷àõ ïîðÿäêà âûøå 2
îòñóòñòâóþò. Íåäàâíî ïðîáåë ñòàë âîñïîëíÿòüñÿ êàê ñîáñòâåííî äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ [58,
59℄, òàê è äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [47℄.
6. Âðåìåííàÿ äèíàìèêà
Äèíàìèêà ïîëþñîâ γk âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ, êàê òîëüêî çàäàíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå:
Ψt = A˜(λ; x, t)Ψxx + B˜(λ; x, t)Ψx+ C˜(λ; x, t)Ψ , C˜ = −13 A˜xx − B˜x+
2
3
u(λ;x, t) A˜ . (29)
Â ñàìîì äåëå, êðèâàÿ (16) íå çàâèñèò îò t è îðìóëà (15) ñïðàâåäëèâà â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè t. Òàêèì îáðàçîì îðìóëà (15), ïîìèìî âûïîëíåíèÿ ñòàíäàðòíîãî óñëîâèÿΨ(x0) = 1,
îáåñïå÷èâàåò ïîäâèæíóþ íîðìèðîâêó áàçèñà, òàê, ÷òî óðàâíåíèå (29) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì
è äëÿ (15). Åñëè óñòàíîâèòü èëè íàëîæèòü ñâîéñòâî ïåðèîäè÷íîñòè íà ïîòåíöèàë [U ℄, òî (15)
äèàãîíàëèçóåò ìàòðèöó ìîíîäðîìèè è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (20) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.
Ïîäèòîæèì ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî äèâèçîðà (γk, µk) (ñì. òàêæå [58, 59℄).
Òåîðåìà 8. Ïóñòü [U(x, t)]  êîíå÷íîçîííûé ïîòåíöèàë ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
Ψxxx + u(x, t)Ψx + v(x, t)Ψ = λΨ
ñ êîììóòèðóþùèì îïåðàòîðîì
A(λ; x, t)Ψxx +B(λ; x, t)Ψx + C(λ; x, t)Ψ = µΨ , C = −13 Axx −Bx +
2
3
uA . (30)
è àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé
µ3 +Q(λ)µ+ T (λ) = 0 .
Ïóñòü äèíàìèêà Ψ(λ; x, t) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (29). Òîãäà
• Ôóíêöèè (γk(x, t), µk(x, t)) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå äèåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
d
dx
γk = 3A(γk)
3µ2k +Q(γk)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
d
dx
µk = −3A(γk)
Q′(γk)µk + T
′(γk)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
, (31)
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
d
dt
γk = 3
{
A(γk) B˜(γk)− A˜(γk)B(γk)
} 3µ2k +Q(γk)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
d
dt
µk = 3
{
A˜(γk)B(γk)−A(γk) B˜(γk)
} Q′(γk)µk + T ′(γk)
a
∏
j 6=k
(γk − γj)
. (32)
• Âòîðàÿ êîîðäèíàòà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåìàÿ èç ñîîòíîøåíèÿ
µk(x, t) =
D(γk; x, t)
A(γk; x, t)
,
ñâîäèò óðàâíåíèÿ (3132) ê àâòîíîìíîìó âèäó è ïîðîæäàåò ãëàâíóþ îðìóëó ñëåäîâ
[U(x, t)] = S(γ, µ) . (33)
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèÿ (31) óæå áûëè äîêàçàíû â  5 (òåîðåìà 7), à îðìóëà ñëåäîâ
(33) ñóùåñòâóåò ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé óíêöèåé [18, 29, 55, 56℄. Îñòàëîñü
äîêàçàòü (32). Ïîäñòàâëÿÿ Ψxx èç óðàâíåíèÿ (30) â óðàâíåíèå (29), ïîëó÷àåì
Ψt
Ψ
=
AB˜ − A˜B
A
Ψx
Ψ
+ C˜ + (µ− C) A˜
A
.
Îñóùåñòâëÿÿ â äàííîì âûðàæåíèè ïðåäåë λ → γk, ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî òèïà ñî ñâÿçüþ (25)
γ˙k =
AB˜ − A˜B
A
γ′k ,
îòêóäà, â ñèëó (31), ñëåäóþò óðàâíåíèÿ (32). 
Ïðåäëîæåíèå 3. Ôîðìóëû äëÿ òðèãîíàëüíûõ êîíå÷íîçîííûõ óíêöèé Ψ(x;λ) òèïà
(8) ïîëó÷àþòñÿ èç îðìóëû (15), èñïîëüçóÿ (31), ïåðåõîäîì ê èíòåãðèðîâàíèþ àáåëåâûõ
äèåðåíöèàëîâ 3-ãî ðîäà íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé òðèãîíàëüíîé êðèâîé (21).
Ìû òàêèå îðìóëû çäåñü íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáîâàëîñü áû
çàäåéñòâîâàòü ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïðèñîåäèíåííûõ ïîëèíîìîâ â (28) [41℄ è ïðåäúÿâèòü îáùèå
ãëàâíûå îðìóëû ñëåäîâ (33). Â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ è ðîäàõ, ýòî íåòðóäíî ñäåëàòü
èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû  9.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè, ¾ñïåêòðàëüíîå¿ îïèñàíèå çàäà÷è âûâîäèòñÿ ïîñëå ïåðåñòàíîâêè
ïðåäåëîâ è ïàðàìåòðîâ â óïîìÿíóòûõ èíòåãðàëàõ 3-ãî ðîäà. Åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ è
îáðàòíûé ïåðåõîä. Ïðÿìûå ¾ñïåêòðàëüíûå îðìóëèðîâêè¿ äëÿ îáùèõ îïåðàòîðíûõ ïó÷êîâ
ìîãóò áûòü âåñüìà íå î÷åâèäíûì â ñèëó ìíîãèõ ïðè÷èí: ãëàäêîñòü, âåùåñòâåííîñòü è
íåñèíãóëÿðíîñòü ïîòåíöèàëîâ, íåòðèâèàëüíûé ñïîñîá âõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà λ â ïó÷îê,
îïðåäåëåíèå óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, ê êîòîðûì ïðèíàäëåæèò ïîòåíöèàë (çàäà÷è
ðàññåÿíèÿ) è íîðì íà ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ, àíàëîãè ¾ðàçëîæåíèÿ åäèíèöû¿ è ðàâåíñòâ
Ïàðñåâàëÿ, âîçìîæíûå ñïåêòðàëüíûå îñîáåííîñòè, ìàòðèöû ïëîòíîñòè è ò. ä. Êàê ñëåäóåò
èç âûøåîïèñàííûõ ïîñòðîåíèé, òî÷íî ðåøàåìûå ñëó÷àè ïðåäúÿâëÿþòñÿ ÿâíî êîëü ñêîðî
èçâåñòíà Ψ-óíêöèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ïàðàìåòðû è ïðåäåëû â óïîìÿíóòûõ
èíòåãðàëàõ è äîìíîæèòü Ψ-óíêöèþ íà íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü. Òîãäà, íàïðèìåð, âñå
ðåøåíèÿ â ýëåìåíòàðíûõ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèÿõ áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñëó÷àÿì êîãäà
êðèâàÿ âûðîæäàåòñÿ â êðèâóþ ðîäà íîëü.
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7. Ôîðìóëû ñëåäîâ
7.1. àöèîíàëüíûå îðìóëû ñëåäîâ. ëàâíàÿ îðìóëà ñëåäîâ (33)  ýòî àêòè÷åñêè
îêîí÷àòåëüíûé îòâåò, à åå íàëè÷èå, â âèäå ðàöèîíàëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé óíêöèè
S, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïóíêòîì êâàäðàòóðíîé èíòåãðèðóåìîñòè. Áåç ýòîãî, îðìóëà
òèïà (15) ïî÷òè íå íåñåò èíîðìàöèè, òàê êàê ïðèëîæèìà ê ëþáûì ëèíåéíûì
äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. Èìåÿ ñëåäû, óðàâíåíèÿ (27) ñòàíîâÿòñÿ äèåðåíöèàëüíîé
îðìîé èíòåãðàëüíîé çàäà÷è îáðàùåíèÿ. Êàêèìè áóäóò ýòè èíòåãðàëû, ãîëîìîðíûìè,
ìåðîìîðíûìè èëè ëîãàðèìè÷åñêèìè, äëÿ èíòåãðèðóåìîñòè íå èìååò çíà÷åíèÿ, òàê êàê
ïîÿâëÿåòñÿ ïîëíûé íàáîð êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ. Ëîãàðèìè÷åñêèå èíòåãðàëû âîçíèêàþò
åñëè èìåþòñÿ êðàòíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ. Ýòî òåîðèÿ ñîëèòîíîâ â âèäå ýêñïîíåíò èëè ñîëèòîíû
íà îíå êîíå÷íîçîííûõ ðåøåíèé. Ìåðîìîðíûå èíòåãðàëû âîçíèêàþò â ñîâðåìåííûõ çàäàõ
ñ íåëèíåéíîé ýâîëþöèåé íà ÿêîáèàíàõ, êîòîðûå èçâåñòíû êàê ¾áèëüÿðäû¿.
Ïîÿâëåíèå âòîðîé êîîðäèíàòû µk åñòåñòâåííî, òàê êàê ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà óíêöèÿ
åñòü ñèììåòðè÷åñêàÿ êîìáèíàöèÿ âåðõíèõ ïðåäåëîâ àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ â çàäà÷å îáðàùåíèÿ
ßêîáè è îáå êîîðäèíàòû ñòàíîâÿòñÿ ðàâíîïðàâíûìè. Äàëüíåéøèå ïðèìåðû ñì. â  9. Ïðè
èíòåãðèðîâàíèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ýòîò àêò ñòàë
ðàçðàáàòûâàòüñÿ â 90-õ ãîäàõ (ñì. íàïðèìåð [71,  3℄) è ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðåõîä
îò êîîðäèíàò/èìïóëüñîâ (p, q) (èëè ïåðåìåííûõ Îñòðîãðàäñêîãî u, ux, . . .) ê ïåðåìåííûì
ðàçäåëåíèÿ (γ, µ) ñîäåðæèò âîîáùå ãîâîðÿ îáà íàáîðà óíêöèé è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ðàñøèðåíèå êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óíäàìåíòàëüíàÿ ðîëü ðàçëè÷íûõ âåðñèé îðìóë ñëåäîâ
óêàçûâàëàñü Ìàòâååâûì åùå â 1975 ã. [34, 18℄. Ïðè÷åì íåëèíåéíûå è äèíàìè÷åñêèå âàðèàíòû
òàêèõ îðìóë òàêîâû, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãàäå Âðèçà, óðàâíåíèå
Øðåäèíãåðà êàê òàêîâîå ìîæíî äàæå íå ðàññìàòðèâàòü [34℄. Êàê ñòàíåò âèäíî èç ïðèìåðîâ
 9 è ñëåäóþùåãî ïóíêòà, â íåãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ èìååò ìåñòî ¾ïåðåïóòûâàíèå¿
ðàçíîâèäíîñòåé ¾ñëåäîâ¿ è ïåðåìåííûõ (γ, µ), íî ñóùåñòâóåò îðìóëà (33), èç êîòîðîé
ñëåäóþò îñòàëüíûå. Åå ìîæíî ïîëó÷àòü íå îáÿçàòåëüíî â âèäå ðàöèîíàëüíîé óíêöèè.
7.2. Àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñöåíäåíòíûå îðìóëû ñëåäîâ. Ñîäåðæàíèå ýòîãî ïóíêòà
îñíîâàíî íà îäíîì íàáëþäåíèè, âçÿòîì èç àíàëèçà ïðèìåðîâ â  9. Âîçíèêàþùèå òàì
ïîëèíîìèàëüíûå òîæäåñòâà ãîâîðÿò î òîì, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷àòü îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ
â àëãåáðàè÷åñêîé è òðàíñöåíäåíòíîé, à íå ðàöèîíàëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé îðìå. Â ñàìîì
äåëå, ïîëèíîìû (ñì.  9), ñîäåðæàùèå íåîáõîäèìóþ èíîðìàöèþ, âëåêóò âàðèàíòû îðìóë,
êîòîðûå, ñ òåõíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ëåã÷å âûâîäÿòñÿ è ïîÿâëÿþòñÿ ïåðâè÷íî. Òàê äëÿ
Ïðèìåðà 5 íà ñòð. 23, àíàëèçèðóÿ íàáîð èíòåãðàëîâ Íîâèêîâà Ek([U ℄), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:
u3 + 3αu+ 3E2 + 27
4∑
k=1
γ2k(x) = 0 . (34)
àññìàòðèâàÿ åãî êàê ïîëèíîì ïî u, íàõîäèì êîðíè, êîòîðûå òåì íå ìåíåå ÿâëÿþòñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè îäíîçíà÷íûìè óíêöèÿìè îò x. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè
ïðåäñòàâëåíèÿìè äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 34-é ñòåïåíè:
u = ℘
(
ω(x);−12α,−12E2 − 108
∑
γ2k(x)
)
, (35)
ãäå ω(x) ëþáîé ïîëóïåðèîä, ñîîòâåòñòâóþùèé èíâàðèàíòàì äàííîé óíêöèè Âåéåðøòðàññà,
à âåëè÷èíû γk(x) îïðåäåëÿþòñÿ â ïðåäëîæåíèè 5 ( 9). Ïåðåõîäÿ â îðìóëå (35) ê ÿâíûì ϑ-
ïðåäñòàâëåíèÿì, ïîñëå íåêîòîðûõ óïðîùåíèé, ïîëó÷àåì îòâåò:
u = − 3
2α
{
E2 + 9
4∑
k=1
γ2k(x)
}
ϑ82(τ) + ϑ
8
3(τ) + ϑ
8
4(τ)(
ϑ42(τ) + ϑ
4
3(τ)
)(
ϑ43(τ) + ϑ
4
4(τ)
) , (36)
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ãäå ýëëèïòè÷åñêèé ìîäóëü τ = τ(x) îïðåäåëÿåòñÿ, èñïîëüçóÿ ìîäóëÿðíûé èíâàðèàíò Êëåéíà
J(τ), èç ðåøåíèÿ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ4
J(τ) =
4α3
4α3 − 9E2 − 81
∑
γ2k(x)
.
åøåíèå òàêèõ óðàâíåíèé, ïðè çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè, êàê èçâåñòíî, åäèíñòâåííî. Ôîðìóëû
(3536) äîñòàâëÿþò ïðèìåðû ñèììåòðè÷åñêèõ òðàíñöåíäåíòíûõ ñëåäîâ. Ñëó÷àé êîãäà α = 0
ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì (ñì. Ïðèìåð 1) è òðåáóåò îòäåëüíûõ îðìóë. Îíè íåñêîëüêî ïðîùå,
íî ìû èõ íå ïðèâîäèì. Ïîäîáíûì ñïîñîáîì ìîæíî ïîðîæäàòü ìíîãî ïðèìåðîâ àáåëåâûõ
óíêöèé ÿâëÿþùèõñÿ ðàäèêàëàìè èëè àëãåáðàè÷åñêèìè óíêöèÿìè îò äðóãèõ àáåëåâûõ
óíêöèé. Íàïðèìåð, êàê ýòî ñëåäóåò èç îðìóëû (52), ïîëó÷àåì îäíîçíà÷íîå ïðåäñòàâëåíèå
18 3
√
γ1 γ2 γ3 γ4 = u
′′(x) + 2 u2(x) + 2α .
Îáùèé ìåõàíèçì ïîëó÷åíèÿ ¾òðàíñöåíäåíòíûõ ñëåäîâ¿ ñîñòîèò â èñêëþ÷åíèè
ïðîèçâîäíûõ îò ïîòåíöèàëà èç ïîëíîãî íàáîðà ñîîòíîøåíèé, îïðåäåëÿþùèõ èíòåãðàëû
Ek([U ℄) è ïåðåìåííûå ðàçäåëåíèÿ γk. åøàÿ âîçíèêàþùèå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â
îäíîçíà÷íûõ óíêöèÿõ, ïîëó÷àåì îòâåò. Ýòè óðàâíåíèÿ (âîçìîæíî äàæå èõ ïîðÿäêè)
íå åäèíñòâåííû. Ïåðåõîäû ìåæäó íèìè îñóùåñòâëÿþò ðàçëè÷íûå (γ, µ)-ïðåäñòàâëåíèÿ
àáåëåâûõ óíêöèé. Àíàëîãè÷íûå îðìóëû âûïèñûâàþòñÿ äëÿ äðóãèõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé ÊäÂ. Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïðèìåðîì (3536) è
ïðèâåäåííûìè êîììåíòàðèÿìè, ïîñêîëüêó â ïîëíîé ìåðå ýòà òåìà çàòðàãèâàåò âîïðîñû
óíèîðìèçàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ è òðàíñöåíäåíòíûõ òîæäåñòâ ìåæäó Θ-óíêöèÿìè,
ïðè÷åì ðàçëè÷àþùèõñÿ ðîäîâ.
7.3. Òðàíñöåíäåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó Θ-óíêöèÿìè. Îáðàòíîå ïðîÿâëåíèå
îïèñàííîãî âûøå ïðåäñòàâëÿåò íå ìåíüøèé èíòåðåñ. Â ñàìîì äåëå, ñîïîñòàâëÿÿ îðìóëû
(36) è (53), áóäåì èìåòü
−2
9
α
4∑
k=1
γ2k µk∏
j 6=k
(γk − γj)
=
{
E2 + 9
4∑
k=1
γ2k(x)
}
ϑ82(τ) + ϑ
8
3(τ) + ϑ
8
4(τ)(
ϑ42(τ) + ϑ
4
3(τ)
)(
ϑ43(τ) + ϑ
4
4(τ)
) . (37)
Çàïèñûâàÿ òåïåðü â ýòîé îðìóëå Θ(xU +D)-ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ èìåþùèõñÿ òàì àáåëåâûõ
óíêöèé, ïîëó÷èì òðàíñöåíäåíòíîå Θ-òîæäåñòâî. Â äàííîì ïðèìåðå ó íàñ âîçíèêëî
ñîîòíîøåíèå ìåæäó Θ-óíêöèÿìè ðîäà 4 äëÿ êðèâîé (41) ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå ϑ-êîíñòàíòû.
Ýòî èìåëî ìåñòî â ñèëó òîãî, ÷òî ïîÿâëÿëîñü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå 3-é ñòåïåíè
(34). Â ñëó÷àå ïîÿâëåíèÿ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ìû ëèáî âíîâü áóäåì ïðèõîäèòü
ê ýëëèïòè÷åñêèì ϑ-êîíñòàíòàì5, ëèáî ê ïðåäñòàâëåíèþ êîðíåé óðàâíåíèé â Θ-óíêöèÿõ
âûñøèõ ðîäîâ.
Áëèçêàÿ ñâÿçü ìåæäó ïðèìåðàìè êëàññè÷åñêîé ëèóâèëëåâñêîé èíòåãðèðóåìîñòè è
íåàëãåáðàè÷åñêîé èíòåãðèðóåìîñòè â ìîäóëÿðíûõ óíêöèÿõ íå ðàç îòìå÷àëàñü â
ëèòåðàòóðå. Ñì. íàïðèìåð ðàáîòû [85, 1℄ è áèáëèîãðàèþ â íèõ. Â ðàáîòå [7℄, â âèäå
îðìóëüíûõ ñëåäñòâèé òåîðåìû 4, ýòà ñâÿçü êîììåíòèðóåòñÿ ïîäðîáíåå. Â ÷àñòíîñòè,
èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå òàì ðåçóëüòàòû, ìîæíî íàïðÿìóþ ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ (3637)
íåïîñðåäñòâåííûì äèåðåíöèðîâàíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé Äóáðîâèíà â Ïðèìåðå
5.
4
Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå ýëëèïòè÷åñêîé ìîäóëÿðíîé çàäà÷è îáðàùåíèÿ (îíî èñïîëüçóåòñÿ
ïðè âûâîäå îðìóëû (36)), èçëîæåííîå â êíèãå Í.Àõèåçåðà Ýëåìåíòû òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèé
(1970) íà ñòð. 51 èëè â 3-ì òîìå Ìàòåì.Ýíö. íà ñòð. 789, ÿâëÿåòñÿ íå âåðíûì (íå ñâÿçàíî ñ îïå÷àòêîé).
5
Ìîäóëÿðíûå óðàâíåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, çíàìåíèòîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 5-é ñòåïåíè Ýðìèòà.
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8. Ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîòåíöèàëîâ
Çäåñü ìû ïîêàæåì êàê ïîëó÷àòü ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîòåíöèàëîâ äëÿ
òðèãîíàëüíûõ óðàâíåíèé (19). Óðîâåíü îïèñàíèÿ êîíå÷íîçîííûõ ïîòåíöèàëîâ ýòèõ çàäà÷
äàëåê îò òîãî, êàêîé ñåé÷àñ èìååòñÿ äëÿ óðàâíåíèé òèïà ÊäÔ. Òîëüêî íåäàâíî ýòîò
ïðîáåë ñòàë âîñïîëíÿòüñÿ [39, 38, 59℄. Ïðåäëàãàåìûå â ýòîì ïàðàãðàå îðìóëû ÿâëÿþòñÿ
îáîáùåíèÿìè ðåçóëüòàòà, êîòîðûé âïåðâûå áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [4℄ äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÂ.
Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü u(x)  ïðîèçâîëüíûé 2-çîííûé ïîòåíöèàë óðàâíåíèÿ (3). Òîãäà
Ψ-óíêöèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì
Ψ(x;λ) =
√
R exp
∫
µ
R
dx , R = λ2 +
(
c1 − u2
)
λ+ 3
8
u2 − 1
8
uxx − 12 c1 u+ c2 .
Ïðè íîðìèðîâêå x0 = a0 = 0 äëÿ äâóõ âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëà
u = 6
x2
− 4
35
c2 x
2 + b x4 + c x6 + d x8 + · · · , c1 = 0 , (6 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ [4℄)
u = 2
x2
− 4
5
c2 x
2 + b x3 + c x4 − 3
10
c1 b x
5 + d x6 + · · · , (7 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ)
ñîîòâåòñòâóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå èìåþò âèä :
µ2 = λ5 + 2 c2 λ
3 + 63
2
b λ2 +
(
162
175
c22 +
297
4
c
)
λ+ 1377
35
b c2 +
1287
2
d ,
µ2 = λ5 + 2 c1 λ
4 +
(
c21 + 2 c2
)
λ3 +
(
4 c1 c2 − 72 c
)
λ2 +
+
(
2 c2 c
2
1 − 7 c c1 + 5425 c
2
2 − 814 d
)
λ− 7
2
c c21 +
(
54
25
c22 − 814 d
)
c1 +
81
64
b2 .
Óêàæåì îáùèé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îðìóë. Âñÿêèé êîíå÷íîçîííûé ïîòåíöèàë
ìåðîìîðåí ïî x, ïîýòîìó, íåçàâèñèìî îò ÷èñëà åãî ïîëþñîâ, ïîìåùàÿ ëþáîé èç íèõ â x = 0
è ïîäñòàâëÿÿ àíçàö
[U ℄ =
a−n
xn
+
a−n+1
xn−1
+ · · ·+ a0 + a1 x+ · · · (38)
â óðàâíåíèå êðèâîé (16) è ãðóïïèðóÿ ïîëÿðíóþ ÷àñòü ïî ñòåïåíÿì x ïîëó÷àåì. 1)
Ïîðÿäîê n è âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êîýèöèåíòà a−n. 2) Çíà÷åíèÿ íåêîòîðûõ èç
êîýèöèåíòîâ ak. ×èñëî îñòàâøèõñÿ èç íèõ ðàâíî ÷èñëó êîíñòàíò èíòåãðèðîâàíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ. 3) Çíà÷åíèÿ âñåõ êîíñòàíò α, ck ÷åðåç êîýèöèåíòû ak. Îíè
âñåãäà îïðåäåëÿòñÿ, òàê êàê óðàâíåíèÿ íà íèõ ëèíåéíû. Ïîñëå ðàçðåøåíèÿ ïóíêòîâ 13),
ñëåäóþùèé, ñâîáîäíûé êîýèöèåíò ðàçëîæåíèÿ äàñò óðàâíåíèå êðèâîé (16). Äàííûé ñïîñîá
îïðåäåëåíèÿ êîýèöèåíòîâ ak êîíå÷íî ðàâíîöåíåí ïðÿìîé ïîäñòàíîâêå (38) íåïîñðåäñòâåííî
â ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå, íî çäåñü ìû àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåì êîíñòàíòû ck, êîòîðûå
âõîäÿò â Ψ-îðìóëó.
Ïðèìåð 1. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
Ψ′′′ + uΨ′ + 1
2
u′Ψ = λΨ . (39)
Êîììóòèðóþùèé îïåðàòîð ïîñòðîèì ïî ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ ÊàóïàÊóïåðøìèäòà [68℄
ut = uxxxxx + 5 u uxxx +
25
2
ux uxx + 5 u
2 ux . (40)
Ïåðåõîäÿ ê ñòàöèîíàðíîé ïåðåìåííîé x→ x− α t, ïîëó÷àåì:
−9λΨ′′ +
(
u2 + 1
2
u′′ + α
)
Ψ′ −
(
6 u λ+ 2 u u′′ + 1
2
u′′′
)
Ψ = µΨ .
Çäåñü ìû âñòðå÷àåìñÿ ñ òåì àêòîì, ÷òî â àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
µ3 +
(
27αλ2 − 9
2
K λ+ E1
)
µ+ 729λ5 + E2 λ
3 + 27
2
uK λ2 + E3 λ+
1
8
(u′′ + 2 u2 + 2α)2K = 0
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ïîïàäàþò íå òîëüêî èíòåãðàëû ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (40), íî è îíî ñàìî:
K ≡ αu′ + u(V) + 5 u u′′′ + 25
2
u′ u′′ + 5 u2 u′ .
K äîëæíî áûòü íóëåì. Íî ýòîìó íå ïðîòèâîðå÷èò è âûðàæåíèå u′′ + 2 u2 + 2α = const . Åñëè
êîíñòàíòà íåíóëåâàÿ, òî ïîëó÷àåì òðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò u = onst. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
èìååì êðèâóþ â âûðîæäåííîé ñèòóàöèè
µ3 + 27αλ2 µ+ 729λ5 − 27
(
3
4
u′2 + u3 + 3αu
)
λ3 = 0 , ðîä g = 1.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è èìååò âèä u = −3℘(x + 3
4
g2 t
)
. Äëÿ
íåâûðîæäåííîãî ñëó÷àÿ êðèâàÿ (16) ïðèîáðåòàåò âèä:
µ3 + (27αλ2 + E1)µ+ 729λ
5 + 81E2 λ
3 + E3 λ = 0 , ðîä g = 4 . (41)
Íåñòàíäàðòíîñòü óðàâíåíèÿ (40) óæå íå ðàç îòìå÷àëàñü â òåîðèè ñîëèòîíîâ. Îáøèðíûå
ññûëêè ïðèâåäåíû â [76℄, à òåîðåìû ñóïåðïîçèöèè äëÿ íåãî áûëè ïîëó÷åíû ñîâñåì íåäàâíî
[78℄. Îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé ïîòåíöèàëà è êðèâàÿ èìåþò âèä
u = − 3
x2
+ a x+ b x2 + c x3 + d x4 + e x5 + · · · , α = 5 b ,
µ3 + 3 (45 b λ2 − 52 a2 b− 128 a e− 12 c2)µ+
+ 9
4
(
324λ4 − 27 (15 a2 + 28 d)λ2 + 116 a4 + 336 a2 d+ 384 a b c+ 1536 c e
)
λ = 0 .
Ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå  ÷åòíàÿ óíêöèÿ:
u = −24
x2
+ a x2 + b x4 − a2
72
x6 + c x8 + d x10 + · · · , α = 110 a .
Âûðàæåíèå äëÿ êðèâîé ìû íå âûïèñûâàåì.
Ïðèìåð 2. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
Ψ′′′ + uΨ′ = λΨ (42)
îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñ óðàâíåíèåì ÑàâàäûÊîòåðà [81℄
ut = uxxxxx + 5 u uxxx + 5 ux uxx + 5 u
2 ux . (43)
Îäíî èç äâóõ âîçìîæíûõ ðàçëîæåíèé ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (43) èìååò âèä
u = −12
x2
+ a x2 + b x3 + c x4 −
(
a2
36
x6 + a b
22
x7 + b
2 + a c
44
x8 + 5 b c
156
x9
)
+ d x10 + · · · (α = 20 a) .
Îòëè÷èòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ. ×åòûðå êîýèöèåíòà
ïîäðÿä ïðè 69-é ñòåïåíÿõ x íå ñâîáîäíû, à îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäûäóùèìè. Êðèâàÿ èìååò âèä
µ3 + 36 (15 a λ2 − 49 b2)µ+ 9λ (34 λ4 − 3024 c λ2 + 1568 a3 − 26 212 c2 − 28 33 637 d) = 0 .
Àíàëîãè÷íûå îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ äëÿ âòîðîãî âîçìîæíîãî ðàçëîæåíèÿ
u = − 6
x2
+ a+ b x−
(
a2
6
x2 − a b
3
x3
)
+ c x4 +
(
a2 b
24
x5 − a4 − 18 a b2
648
x6 + b
3 − a3 b
252
x7
)
+ d x8 + · · ·
Íå ëèøíèì áóäåò ïðèâåñòè ïðèìåð íåýëëèïòè÷åñêîãî êîíå÷íîçîííîãî ïîòåíöèàëà, íî
âûðàæàþùåãîñÿ â ýëëèïòè÷åñêèõ óíêöèÿõ. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ (43) áûëî ïîëó÷åíî Øàçè [53, ñòð. 380℄ (Øàçè èìåë äåëî ñ îáûêíîâåííûì
äèåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, êîòîðîå îí èçó÷àë â êîíòåêñòå Ïåíëåâåàíàëèçà):
u = −6℘1 − 6℘2 , ℘1 ≡ ℘(x + 12 g2 t− Ω; g2, g3) , ℘2 ≡ ℘(x+ 12 g2 t− Ω˜; g2, g˜3) .
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Åãî ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â ðàìêàõ òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ
ñîëèòîíîâ. Êðèâàÿ ðîäà g = 4, Ψ-óíêöèÿ è àíàëîã R-óíêöèè èìåþò âèä [40℄:
Ψ(x;λ) = exp
∫
4 (℘
1
− ℘
2
)2 µ+ 9λ (8℘′
1
℘′
2
+ 4 (℘
1
+ ℘
2
) (4℘
1
℘
2
− g
2
)− λ2 − 4 g
3
− 4 g˜
3
)
(2℘′
1
+ 2℘′
2
+ λ)µ+ 72λ (℘′
1
℘
2
+ ℘′
2
℘
1
) + 72 (g
3
− g˜
3
) (℘
1
− ℘
2
) + 18 (℘
1
+ ℘
2
) λ2
dx ,
µ3 − 324 g2 λ2 µ+ 729λ
(
(λ2 + 4 g3 + 4 g˜3)
2 − 64 g3 g˜3
)
= 0 ,
R(x;λ) ≡ Ψ1Ψ2Ψ3 = (λ2 + 4℘′1 λ+ 4 g˜3 − 4 g3) (λ2 + 4℘′2 λ− 4 g˜3 + 4 g3) . (44)
Ïðèìåð 3. ßâëÿåòñÿ ëè ïðåäûäóùèé ïîòåíöèàë u = −6℘1 − 6℘2 ñî âñåìè
ïðîèçâîëüíûìè èíâàðèàíòàìè g2, g3, g˜2, g˜3 êîíå÷íîçîííûì äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (42) ?
Îòâåò ïîëîæèòåëüíûé è ýòîò ïðèìåð, êàê íåòðèâèàëüíûé â êîíòåêñòå óðàâíåíèé Äóáðîâèíà,
áóäåò ðàññìîòðåí â  9 (Ïðèìåð 8). Êîììóòèðóþùèé îïåðàòîðíûé ïó÷îê âûâîäèòñÿ íà
îñíîâàíèè âûøåèçëîæåííûõ ðàññóæäåíèé èç ñëåäóþùåãî ÷ëåíà èåðàðõèè: óðàâíåíèÿ 7-ãî
ïîðÿäêà [21, ñòð. 193, ñ ó÷åòîì îïå÷àòêè℄:
ut = u7x + 7
(
u u5x + 2 ux uxxxx + 3 uxxuxxx + 2 u
2 uxxx + 6 u ux uxx + ux
3 + 4
3
u3 ux
)
.
9. Ôîðìóëû ñëåäîâ. Ïðèìåðû
Êàê óæå îòìå÷àëîñü, òðèãîíàëüíûå êðèâûå ïðîÿâëÿþò áîëüøóþ íåñòàíäàðòíîñòü è òðóäíîñòü
ïðè êëàññèèêàöèè. Â áîëüøåé ñòåïåíè ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ â òîæäåñòâàõ ñëåäîâ. Ñëåäóþùèé
ïðèìåð ðàçáåðåì ïîäðîáíî, ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü õàðàêòåð äîêàçàòåëüñòâ.
Ïðèìåð 4. Çàäà÷à (42). Êîììóòèðóþùèé ïó÷îê äëÿ ðîäà g = 4 èìååò âèä:
(−9λ+ 3 u′)Ψ′′ + (u2 − u′′ + α)Ψ′ − 6λuΨ = µΨ .
Ïîëó÷àåì
A(γk; [U ℄) = −9 γk + 3 u′
è óðàâíåíèÿ (27) èìåþò íåàâòîíîìíûé âèä. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ èìååò âèä (41). Íàì
ïîòðåáóåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà E2 â íåé:
E2 = u
(IV) + 5 u u′′ + 5
3
u3 + αu . (45)
Ôàêòîðèçîâàííàÿ îðìà ïîëèíîìà R âñåãäà âûñòóïàåò êàê îïðåäåëåíèå ïåðåìåííûõ γk [6℄:
3−7R(λ; x) = λ4 − 2
3
u′ λ3 + 1
9
(
u(IV) + 3 u u′′ + 2 u′2 + u3 + αu
)
λ2 + (. . .)λ+ (. . .) ,
Â èòîãå ïîëó÷àåì îðìóëó
u′ = 2
3
4∑
j=1
γj . (46)
Âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì òîæäåñòâîì ñëåäîâ
1
9
(
u(IV) + 3 u u′′ + 2 u′2 + u3 + αu
)
=
4∑
k>j
γj γk ,
÷òîáû èñêëþ÷èòü èç íåãî è (45) u3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå íà u 
ïåðâûé âàðèàíò ãëàâíîé îðìóëû ñëåäîâ:
u = − 3
2α
{
E2 +
4∑
k=1
(
γ′′′k +
15
2
γ2k
)}
. (47)
Ôîðìàëüíî, (47) óæå îòâå÷àåò ïîëîæèòåëüíî íà âîïðîñ î îðìóëå (33), òàê êàê γ′, γ′′, γ′′′
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç (γ, µ) â ñèëó (27) è (46). Íî â ýòîì ïðèìåðå ýòî íå ðåàëèçóåìî ïî
ïðè÷èíå íåïîìåðíûõ ïðîìåæóòî÷íûõ îðìóë. Ïðîñòîå ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå àíàëèçà
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äèåðåíöèàëüíûõ ïîëèíîìîâ Q(λ), T (λ). Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë E3 = u
′′′ (u′′−u2−α)u′+ · · · ,
ïîëó÷àåì
3−7R(λ; x) = λ4 − 2
3
u′ λ3 − 1
27
(6 u u′ − 6 u′2 + 2 u3 − 3E1)λ2 + (. . .)λ+ 6E1 u− E3
729
.
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ýòîì âûðàæåíèè âëå÷åò èíòåðåñíûé âàðèàíò ãëàâíîé îðìóëû ñëåäîâ
u =
E3 + 3
6 γ1 γ2 γ3 γ4
6E1
. (48)
Äðóãîå, áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîå, ðåøåíèå äàåò àíàëèç ñàìèõ óðàâíåíèé (27), êîòîðûå ñ ó÷åòîì
(46), ìû çàïèøåì â âèäå
2 · 81 d γk
3µ2k +Q(γk)
=
4∑
γj − 2 γk∏
j 6=k
(γk − γj)
dx . (49)
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå
Ïðåäëîæåíèå 5. Óðàâíåíèÿ (49) ýêâèâàëåíòíû çàäà÷å îáðàùåíèÿ ßêîáè äëÿ êðèâîé (41)
4∑
k=1
(γk, µk)∫
dλ
3µ2 +Q(λ)
= a1,
4∑
k=1
(γk, µk)∫
λdλ
3µ2 +Q(λ)
= a2,
4∑
k=1
(γk, µk)∫
µ dλ
3µ2 +Q(λ)
= a3,
4∑
k=1
(γk, µk)∫
λ2 dλ
3µ2 +Q(λ)
= a4 − 181 x ,
ãäå Q(λ) = 27αλ2 + E1. ëàâíàÿ îðìóëà ñëåäîâ èìååò âèä :
u =
1
6
4∑
k=1
γk µk
4∑
γj − 2 γk∏
j 6=k
(γk − γj)
. (50)
Äîêàçàòåëüñòâî: 1, 2 è 4-å ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äîìíîæåíèåì
ïðàâûõ ÷àñòåé (49) íà (1, γk, γ
2
k) ñîîòâåòñòâåííî, ñ ïîñëåäóþùèì ñóììèðîâàíèåì è
èíòåãðèðîâàíèåì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà 3-ãî ðàâåíñòâà âîñïîëüçóåìñÿ îðìóëîé äëÿ âòîðîé
êîîðäèíàòû (26):
µk =
27 u γ2k − 9 (u′′′ + 2 u u′) γk + 3 u′′′ u′ − 2 u′′2 + (α+ u2) (u′′ + u2 + α) + 3 u u′2
−9 γk + 3 u′
. (51)
Ïîäñòàâëÿÿ åå â îðìóëó
4∑
k=1
µk dγk
3µk +Q(γk)
óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî ðàâíî âûðàæåíèþ
3
(2 u′′ + u2 + α) (u′′ − u2 − α) (2 u′ − 3 ∑ γk)
4∏
k=1
(3 γk − u′)
,
êîòîðîå â ñèëó (46) ðàâíî íóëþ. Äîìíîæàÿ ïðàâóþ ÷àñòü (49) íà γk µk, ñóììèðóÿ è èñïîëüçóÿ
(51) ïîëó÷àåì îðìóëó (50). 
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Ñðàâíåíèå îðìóë (48) è (50) äàåò äâà ïðåäñòàâëåíèÿ îäíîé àáåëåâîé óíêöèè. Â ýòîì
íåòðóäíî óñìîòðåòü ïðîÿâëåíèå ñåìåéñòâà Θ-òîæäåñòâ äëÿ äàííîé òðèãîíàëüíîé êðèâîé.
Ïðèìåð 5. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (39). Çäåñü êðèâàÿ èìååò âèä (41), ïî÷òè âñå îðìóëû
âûãëÿäÿò ïðîùå, çà èñêëþ÷åíèåì îðìóëû ñëåäîâ òèïà (47), à óðàâíåíèÿ (27) óæå èìåþò
àâòîíîìíûé âèä. Â ñàìîì äåëå, àêòîðèçóÿ ïîëèíîì R(λ; x):
3−7R(λ; x) = λ4 − 1
6
u′ λ3 + 1
18
(
u(IV) + 5 u u′′ + 4 u′2 + 2 u3 + 2αu
)
λ2−
− 1
324
(u′′′ + 4 u u′) (u′′ + 2 u2 + 2α)λ+ 1
368
(u′′ + 2 u2 + 2α)3 .
(52)
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà
u′ = 6
4∑
k=1
γk,
1
18
(
u(IV) + 5 u u′′ + 4 u′2 + 2 u3 + 2αu
)
=
4∑
k>j
γj γk .
Äåéñòâóÿ òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïîëó÷àåì àíàëîã (47):
u =
3
2
45
(∑
γk
)2
+
∑(
2 γ′′′k − 15 γ2k
)− 2E2
2α− 15 ∑ γ′k .
Âòîðàÿ êîîðäèíàòà íóëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì
µk = 3 u γk +
(u′′ + 2 u2 + 2α)2
36 γk
,
èíòåãðàëüíàÿ îðìà óðàâíåíèé Äóáðîâèíà èìååò òàêîé æå âèä êàê è â ïðåäëîæåíèè 4, à
ãëàâíàÿ îðìóëà ñëåäîâ äàåòñÿ âûðàæåíèåì
u =
1
3
4∑
k=1
γ2k µk∏
j 6=k
(γk − γj)
. (53)
Ïðèìåð 6. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
Ψ′′′ + uΨ′ + vΨ = λΨ , Ψ′′ + αΨ′ + 2
3
uΨ = µΨ , ðîä g = 1 .
Ïðèìåð ïðîùå ïðåäûäóùèõ, íî ïîêàçàòåëåí, òàê êàê ñîäåðæèò äâà ïîòåíöèàëà u, v. Îí
ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèÿì ñèñòåìû óðàâíåíèé
vt − vxx + 23 (u ux + uxxx ) = 0, ut − 2 vx + uxx = 0 , (54)
ñâîäÿùåéñÿ ê óðàâíåíèÿì Áóññèíåñêà çàìåíîé v → v + 1
2
ux. Ïîëíûé íàáîð ñîîòíîøåíèé
äëÿ âûâîäà ãëàâíûõ îðìóë ñëåäîâ ñîäåðæèò îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû γ1 = γ è âåñü íàáîð
èíòåãðàëîâ Ek:
γ = v − 1
3
u′ + αu+ α3,
−E1 = u′ − 2 v − αu+ α3,
−6 E2 = u′′ − (3α2 + u) (3α2 − 2 u)− 9αE1
36E3 = u
′2 − (3α2 + u) (15α4 − 4
3
u2 + α2 u− 12E2 + 18αE1)− 9E21 .
(55)
Èç ýòîé ñèñòåìû ñðàçó âèäíî, ÷òî ãëàâíûå îðìóëû ñëåäîâ âèäà u = S1(γ), v = S2(γ)
íå ñóùåñòâóþò. Äîáàâëÿÿ ê (55) ïðîèçâîäíûå ïî x îò 1-ãî è 2-ãî âûðàæåíèÿ â (55), è
ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷èâøååñÿ êàê èäåàë â êîëüöå Q(Ek, α, γ)[u
′′, u′, v′, v, u, γ′] ïîëó÷àåì,
âû÷èñëÿÿ áàçèñ ð¼áíåðà [26℄, ãëàâíûå îðìóëû ñëåäîâ  ïðîèçâîäíûìè γx:
u =
1
3
γ2x + (3αγ − E2) γx − 2 (3αγ − E2)2
−γ2 + E1 γ + E3 − 3α
2 ,
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v =
α
3
3α2 (5 γ2 + E1 γ + E3)− 3αγ (γx + 4E2)− γ2x + E2 γ + 2E22
−γ2 + E1 γ + E3 + 3 γ − E1 .
Èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ
µ3 − (3αγ − E2)µ− γ2 + E1 γ + E3 = 0
è óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà (27)
γx = −3µ2 + 3αγ − E2
ïîëó÷àåì ãëàâíûå îðìóëû ñëåäîâ âèäà
u = −3µ− 3α2, v = 6αµ+ 3 γ + 2α3 − E1 .
Â ýòîì ïðèìåðå, ðàçóìååòñÿ, âåëè÷èíû (γ, µ) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå óíêöèè è
ñîîòâåòñòâóþùèå ëåãêî âûâîäèìûå îðìóëû ìû íå ïðèâîäèì. Îíè ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è
íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé (54), ïîëàãàÿ u, v çàâèñÿùèìè
îò x − α t. Ïîëèíîìèàëüíûé àíàëèç íå âñåãäà íåîáõîäèì, íî óðàâíåíèÿ (27) è âòîðàÿ
êîîðäèíàòà (26) ñîäåðæàò âñþ èíîðìàöèþ î ñëåäàõ è àâòîíîìíîé îðìå óðàâíåíèé
Äóáðîâèíà. Íàïðèìåð ðàâåíñòâî (26) ñàìî ïðåäñòàâëÿåò îäíó èç ïîñëåäíèõ îðìóë ñëåäîâ.
Ïðèìåð 7. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
Ψ′′′ + uΨ′ + vΨ = λΨ , uΨ′′ + (3λ+ v − u′ + α)Ψ′ +
(
2
3
u′′ − v′ + 2
3
u2
)
Ψ = µΨ ,
A = u , B = 3λ+ v − u′ + α , ðîä g = 3 .
Ôàêòîðèçóÿ R(λ; x)
3−4R(λ; x) = λ3 +
(
v + α− 2
3
u′
)
λ2 + 1
9
(
2
3
u3 + u v′ + u′2 + 3 (v + α)2 − 4 (v + α)u′
)
λ+ (. . .) ,
ïîëó÷àåì òîæäåñòâî ñëåäîâ
v + α− 2
3
u′ = −γ1 − γ2 − γ3 ,
èç êîòîðîãî ìîæíî ñ÷èòàòü v íàéäåííûì, åñëè áóäåò íàéäåíî u (à ñëåäîâàòåëüíî è u′). Íàéäåì
åãî. Óðàâíåíèÿ (27) è âòîðàÿ êîîðäèíàòà (26) èìåþò âèä:
γ′k = u
3µ2k +Q(γk)
27
∏
j 6=k
(γk − γj)
, (56)
µk = −
27 γ2k + 9 (2 v − u′ + 2α) γk + u u′′ + u3 + 3 (α+ v) (α+ v − 3 u′)
3 u
.
Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíþþ îðìóëó, íàõîäèì îäíîçíà÷íî u, v:
9
u
= −
3∑
k=1
µk∏
j 6=k
(γk − γj)
, v =
2
3
u′ − α−
3∑
k=1
γk .
Êðèâàÿ è çàäà÷à îáðàùåíèÿ ßêîáè âûïèñûâàåòñÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ è ìû èõ íå ïðèâîäèì.
Ïîñëå òîãî êàê îíè ïðåäúÿâëåíû, ñàìî óðàâíåíèå (56) ìîæåò âûñòóïàòü êàê ãëàâíàÿ îðìóëà
ñëåäîâ, íåñèììåòðè÷íàÿ ïî ïàðàì (γ, µ), íî ñ ïðîèçâîäíîé γ′.
Ïðèìåð 8. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (ðîä g = 6)
Ψ′′′ + uΨ′ = λΨ ,
−3 (3 u λ− u′′′ − 2 u u′)Ψ′′ −
(
27λ2 − 9 u′ λ+ u(IV) + 3 u′2 − 4
3
u3
)
Ψ′ − 6λ (u′′ + u2)Ψ = µΨ .
Ýòîò ñëó÷àé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ, òàê êàê
A(γk; [U ℄) = −9 u γk + 3 u′′′ + 6 u u′ , (57)
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à àêòîðèçàöèÿ ïîëèíîìà R
−1
310
R(λ; x) = λ6 − 2
3
u′ λ5 − 1
9
(
2 u u′′ − u′2 + 2
3
u3 + α
)
λ4 − 2
81
(
u u(IV) − · · · − 2αu′)λ3 + · · ·
ñ êîìáèíàöèÿìè ñàìèõ óðàâíåíèé (27) íå äàåò âèäèìûé ðåöåïò èçâëå÷åíèÿ ãëàâíîé îðìóëû
ñëåäîâ. Íî áàçèñ ãîëîìîðíûõ äèåðåíöèàëîâ èçâëåêàåòñÿ. Â ñàìîì äåëå, èñïîëüçóÿ
î÷åâèäíûå òîæäåñòâà
6∑
k=1
γνk∏
j 6=k
(γk − γj)
= 0 , ν = 0 . . . 4
è ëèíåéíîñòü (57) ïî γk, ñðàçó ïîëó÷àåì
6∑
k=1
γνk dγk
3µ2k +Q(γk)
= 0, ν = 0, 1, 2, 3 .
Äâà íåäîñòàþùèõ ãîëîìîðíûõ äèåðåíöèàëà ïîëó÷àþòñÿ, êàê è ðàíüøå, ïîäêëþ÷åíèåì
êîîðäèíàò µk ïî îðìóëå (26):
µk = 3
81 γ4k − 27 u′ γ3k −
(
3 u(IV) + 15 u u′′ + 5 u3 + 6α
)
γ2k + · · ·
3 u γk − u′′′ − 2 u u′
.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îñòàâøóþñÿ ÷àñòü çàäà÷è ßêîáè
6∑
k=1
µk dγk
3µ2k +Q(γk)
= 0 ,
6∑
k=1
µk γk dγk
3µ2k +Q(γk)
= − 1
27
dx .
Óâåëè÷èâàòü ïðèìåðû íåò ñìûñëà è ïîýòîìó îòìåòèì ñëåäóþùåå. Âûâîä ïðåäëîæåííûõ
îðìóë ñëåäîâ èìååò èñêëþ÷èòåëüíî ïîëèíîìèàëüíûé õàðàêòåð è ìîæåò èñïîëüçîâàòü ëþáîé
èç óäîáíûõ ìåòîäîâ ïîëèíîìèàëüíîé àëãåáðû [26℄. Ïîäîáíàÿ òåõíèêà ñ ñèììåòðè÷åñêèìè
óíêöèÿìè, íî óæå îò äâóõ ïåðåìåííûõ, áóäåò èìåòü ìåñòî â îáîáùåíèÿõ, íî îðìóëû
ïðèîáðåòóò áîëåå ãðîìîçäêèé âèä. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè ïðåäúÿâèòü óíèâåðñàëüíóþ
ãëàâíóþ îðìóëó ñëåäîâ èëè ïðîöåäóðó åå âûâîäà? Ýòî ïîçâîëèëî áû îáúåäèíèòü â îäíó,
êàæóùèåñÿ ðàçíîðîäíûìè ïðèâåäåííûå îðìóëû. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ðàçìåðíîñòè î÷åâèäíî,
÷òî îðìóëû òèïà (50) çàâåäîìî íå áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿ âñåõ ðîäîâ. Íàïðèìåð çàìåíà
4 → 6 â (50) íåâîçìîæíà. Ñðàâíåíèå ýòèõ æå ïðèìåðîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âûñøèå òîæäåñòâà
ñëåäîâ, îïðåäåëÿþùèå íàáîð γk â óíäàìåíòàëüíîì ïîëèíîìå R, ìåíÿþòñÿ. Òåì íå ìåíåå
ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ñóùåñòâóåò, ÷òî áóäåò ðàçîáðàíî îòäåëüíî.
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